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Resumen

El surgimiento de técnicas capaces de crecer y manipular nanoestructuras que involucran efectos cuánticos,
ha permitido diferentes aplicaciones en switches, cavidades cuánticas, láseres de respuesta en diferentes
espectros, memorias cuánticas, etc, donde los puntos cuánticos son los protagonistas. Estas estructuras
capaces de almacenar electrones, presentan fenómenos cuánticos como la decoherencia que surge del hecho
de que el espı́n del electrón inmerso en el punto cuántico interacciona con un baño de energı́a el cual
está conformado por los fonónes de la red cristalina. En este trabajo se estudia la decoherencia de espı́n
electrónico en puntos cuánticos, a través de la interacción con fonónes ópticos y acústicos. El esquema
adoptado para el estudio de estos sistemas es el modelo fenomenológico de Caldeira-Leggett, que permite
enfocar el problema y mostrar como el espı́n electrónico actúa como un sistema disipatı́vo debido a las
interacciones electrón-fonón, las cuales se presentan como un baño efectivo en la interacción espı́n órbita
electrónica.
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Abstract

The rise of new techniques to grow and manipulate nano structures that involve quantum effects has enable
the creation of switches, quantum cavities, wide spectrum lasers, quantum memories and a wide array
of devices were quantum dots are a principal feature. These structures are able to store electrons and
exhibit quantum phenomena such as decoherence that suggests that the spin of the electron immersed into
the quantum dot interacts with the energy bath made from the crystalline grid phonons. In this work we
have studied the electron spin decoherence in quantum dots by mean of their interaction with optical and
acoustic phonons. The approach taken for this study is the Caldeira-Leggett phenomenological model that
allow us to show how the electron spin acts as a dissipative system due to the electron-phonon interaction,
which presents as an effective bath in the spin orbital interaction.
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1. Introducción

En el ámbito de la nanotecnologı́a y la nanociencia
es inevitable referirnos a los llamados puntos cuánti-
cos [1–4]. Estas son estructuras capaces de almacenar
electrones, lo cual abre una gran posibilidad tecnológica
particularmente en la construcción y desempeño de dis-
positivos electrónicos avanzados. Para dar uso a estos
sistemas es necesario un conocimiento de los fenóme-
nos cuánticos que son importantes, tales como el aco-
plamiento espı́n-orbita, interacciones entre los electro-
nes y los iones de la red cristalina, la decoherencia, en-
tre otros.

En mecánica cuántica, el medio que cubre a un siste-
ma cuántico puede “determina” el comportamiento del
mismo. Como resultado, los estados propios observa-
bles del sistema pierden coherencia y se convierten en
sistemas clásicos [5–8]. Los efectos de la decoherencia
dependen del acoplamiento entre el sistema cuántico y
los grados de libertad del resto del universo donde está
inmerso el sistema. Entonces al hablar de decoherencia
de espı́n en puntos cuánticos necesariamente se tratará
con el medio del cual hacen parte esos puntos cuánti-
cos. Entretanto, la propuesta de la computación cuánti-
ca [9, 10], surge como una posible aplicación, que re-
quiere sistemas de dos niveles preparados a partir de
la superposición de estados cuánticos donde el espı́n
electrónico y el espı́n del núcleo se consideran como la
mejor posibilidad para la fabricación de puntos cuánti-
cos capaces de almacenar un único electrón que hará
posible el uso del espı́n electrónico en el campo de la
información cuántica. El aprovechamiento del espı́n co-
mo “qubit” (o estado lógico en información cuántica,
que pueden tener infinitos grados de libertad, al super-
poner sus dos niveles base [10]), es preciso que cumpla
con un lı́mite de tiempo de coherencia, lo que lleva a
indagar especı́ficamente sobre la decoherencia del espı́n
electrónico en estos sistemas.

En este trabajo se estudia la decoherencia de espı́n
electrónico en puntos cuánticos, a través de la interac-
ción con fonónes ópticos y acústicos. Aquı́ la decohe-
rencia surge del hecho de que el espı́n del electrón in-
merso en el punto cuántico interacciona con un baño de
energı́a, el cual está conformado por los fonónes de la
red cristalina. El acoplamiento ocurre a través de la in-
teracción espı́n-orbita y en puntos cuánticos “grandes”
(cuya frecuencia caracterı́stica es mucho menor que la
frecuencia de los modos ópticos) y el reservorio es de
fonónes acústicos. Para el caso de puntos cuánticos con
frecuencia próxima a la frecuencia de los fonónes ópti-
cos, el acoplamiento electrón-fonón óptico será el más

conveniente en los procesos de relajación del electrón y
por lo tanto, la decoherencia del espı́n estará muy ligada
a este tipo de interacción. El modelo fenomenológico
de Caldeira-Leggett adoptado para el estudio de estos
sistemas, permite enfocar el problema, y conduce a la
función espectral, la cual se usa para describir la deco-
herencia del espı́n electrónico en puntos cuánticos.

2. Marco teórico

Dentro del contexto de sistemas disipatı́vos y en par-
ticular de aquellos que involucran la acción de puntos
cuánticos acoplados, el introducir la descripción de la
dinámica de la decoherencia en términos de la ecuación
maestra, juega un papel fundamental debido a que esta
produce la evolución temporal de la matriz de densidad
reducida ρs(t) para el sistema cuántico abiertos que in-
teractúa con un ambiente ε. Este sistema s, requiere que
primero se determine las dinámicas ρ(t) del sistema to-
tal s+ε antes de que se pueda llegar a la descripción
reducida a través de la operación traza. Esta tarea no es
sencilla y en términos generales, es imposible llevarla a
la práctica. En contraste, haciendo uso del formalismo
de la ecuación maestra, se puede calcular ρs(t) directa-
mente de una expresión de la forma:

ρS(t) = V (t)ρs(0) (1)

Donde el operador V (t) es el llamado mapa dinámi-
co que genera la evolución de ρs(t). Ası́ mismo, para la
descripción del sistema, se imponen ciertas suposicio-
nes sobre los estados y la dinámica del sistema-medio.
Tales suposiciones permitirán determinar la evolución
temporal aproximada de ρs(t), la cual se describe a
través de la siguiente ecuación:

d

dt
ρs (t) = L [ρs (t)] = −i [H ′S′ρs (t)] +D [ρs (t)] .

(2)
Esta ecuación es local en el tiempo, en el sentido que

el cambio de ρs(t) para un tiempo t depende solamente
sobre ρs(t) evaluada para dicho tiempo y no para cual-
quier otro tiempo t′ 6= t. El súper operador L actúa so-
bre ρs(t) y tı́picamente depende de los estados inı́ciales
del medio y los diferentes términos del Hamiltoniano.
Para expresar la idea fı́sica detrás de este súper operador
L se considera dos cosas: primero, que en principio una
parte unitaria del mismo, se analiza a través del el con-
mutador de Liouville-Von Neumann teniendo en cuenta
el Hamiltoniano H ′s , que de manera general difiere del
Hamiltoniano libre sin perturbar H ′s el cual permite el
estudio de la evolución de s en ausencia del medio, ya
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que la presencia del medio a menudo perturba al Ha-
miltoniano libre, produciendo una renormalización de
los niveles de energı́a del sistema. Segundo, la otra par-
te no unitaria D [ρs(t)] , representa la decoherencia (y
posiblemente también disipación) debido al medio.

La ecuación 2 permite la exposición de los sistemas
cuánticos abiertos y su decoherencia. En nuestro caso,
se hará uso de dos aproximaciones: la aproximación de
Born, la cual tiene en cuenta el acoplamiento sistema-
medio que es suficientemente débil, debido a que di-
cho medio es razonablemente grande en comparación
al sistema, de esta forma, lo cambios del operador de
densidad del medio son insignificantes y el estado del
sistema-medio permanece aproximadamente en un pro-
ducto de estado todo el tiempo:

ρ(t) ≈ ρs(t)⊗ ρε (3)

Como en nuestro caso, ρε aproximadamente constan-
te todo el tiempo, y dado que la aproximación de Mar-
kov, establece que los “Efectos de memoria” del medio
son insignificantes, en el sentido de que cualquier auto-
correlación del ambiente creado por el acoplamiento al
sistema decae rápidamente comparado con las escalas
de tiempo, el modelo aplicado hasta el momento brinda
todas caracterı́sticas sobre el cual el estado del sistema
varı́a notablemente.

En nuestro modelo mecánico cuántico, el sistema s
tiene un Hamiltoniano propio Hs y su acoplamiento al
medio está descrito por el Hamiltoniano de interacción
Hint , que se puede escribir en la forma diagonal:

Hint =
∑
α

Sα ⊗ Eα (4)

Por otra parte, la evolución del operador de matriz de
densidad reducida esta dado por la ecuación maestra de
Born-Markov:

d

dt
ρS (t) =− i [HS , ρS (t)]

−
∑
α

{[Sα, Bαρs (t)] + [ρS (t)Cα, Sα]},
(5)

donde los operadores del sistema Bα y Cα que apa-
recen en esta ecuación son definidos como:

Bα ≡
∫ ∞
0

∑
β

Cαβ (τ)S
(1)
β (τ) dτ (6)

y

Cα ≡
∫ ∞
0

∑
β

Cαβ (−τ)S
(1)
β (−τ) dτ. (7)

Aquı́ , S(1)
β (−τ) denota el operador del sistema Sα

en la representación de interacción. La cantidadCαβ (τ)
está dada por:

Cαβ (τ) ≡ 〈Eα (τ)Eβ〉ρε. (8)

Donde el promedio es tomado sobre el estado inicial
ρε del medio (recordando que la aproximación de Born
dice que ρε permanece aproximadamente constante to-
do el tiempo).

Como nuestro sistema en estudio involucra muchas
variables debido a la complejidad del medio donde se
encuentra el punto cuántico, es importante anotar que
cuando se estudian sistemas cuánticos disipatı́vos (co-
mo puntos cuánticos acoplados) la dificultad radica en
cómo cuantizar sistemas que no están aislados, es decir,
que interaccionan con el medio que los rodea [11–18].
Este tipo de sistemas no permite la aplicación de la for-
mulación de cuantización canónica. Dicha formulación,
es una manera analı́tica de proceder la cual consiste en el
estudio de la dinámica de subsistemas, o sea, una apro-
ximación del punto cuántico en contacto con un reser-
vorio. En nuestro modelo de punto cuántico es factible
dividir nuestro análisis en dos clases: primero a través
de la representación de Schrödinger, donde la dinámi-
ca es descrita en términos de la ecuación maestra para
la matriz de densidad reducida u operador densidad, y
el segundo a través de la representación de Heisenberg,
donde el análisis se realiza a través de la ecuación de
Langevin para el conjunto de los operadores importan-
tes del sistema reducido [14]. En el modelo en cuestión,
se considerará la representación de Schrödinger y se to-
mará como referencia el movimiento Browniano cuánti-
co, a partir del cual se obtendrá la ecuación maestra de
Born-Markov, con el propósito de estudiar el sistema a
través de la teorı́a de la función de densidad espectral.

3. Discusión y resultados

3.1. Modelo de espı́n bosón

La energı́a de confinamiento depende del inverso al
cuadrado del tamaño del punto cuántico: entre mayor
tamaño, menor la energı́a de confinamiento, es decir,
menor energı́a de espaciamiento entre niveles. Esto lle-
va a un problema reportado en la literatura, que se
conoce como “phonon bottleneck” [11–15] en el cual
se reporta escaza dispersión de los modos ópticos. Pa-
ra que en nuestro modelo tenga lugar el acoplamiento
electrón-fonón óptico (LO) es necesario que la energı́a
de confinamiento del electrón corresponda a la energı́a
de los fonónes ópticos, se cumpla el principio de con-
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servación de la energı́a y del momento y que en puntos
cuánticos, mayores que 25 nm en adelante con energı́as
menores a 50 meV (puntos cuánticos llamado “gran-
des” (ω0 < ωL0) ) se pueda estudiar el acoplamiento
del electrón con los fonónes acústicos, como baño efec-
tivo para el espı́n.

El Hamiltoniano global del universo compuesto por:
el electrón dentro del punto cuántico, el espı́n del
electrón, el campo magnético externo (constante), los
modos acústicos, y las formas de interacción de los ele-
mentos mencionados es el siguiente:

H = He +Hspin +HSO +HAC +He−AC . (9)

El confinamiento al cual está sujeto el electrón en
el punto cuántico y el campo magnético externo defi-
nen los auto?estados, los cuales se conocen como es-
tados de Fock-Darwin [13]. He se define como He =
p2

2me
+ me

2 ω̃
2
(
x2 + y2

)
, la interacción del espı́n con

el campo magnético se describe por HSpin = −µ · B,
HS = −~

2∆σx y la interacción espı́n-orbita será des-
crita por Hso = γc

〈
K2
z

〉
(−σxKx + σyKy).

La forma para el Hamiltoniano de los modos acústi-
cos es:

HAc =
∑
qλ

ωqλ

(
a†qλaqλ +

1

2

)
(10)

Si se considera que qr � 1, se puede aplicar la
aproximación dipolar, es decir, se restringe el estudio a
fonónes con comprensibilidad de onda larga. El resul-
tado de la aproximación es:

Hep =
∑
qλ

(
~

2NV pωqλ

)1/2

(1 + iq · r)
(
aqλ + a†−qλ

)
bq .

(11)

En el caso del movimiento Brawniano, los efectos
del medio son encapsulados en la función espectral:

J (ω) = nsω
1−s
ph e(−ω/ωc). (12)

La dinámica que sigue el sistema para cada tipo de
acoplamiento se encuentra en la siguiente tabla:

Disipación s T Comportamiento

Sub-óhmica 0 < s < 1
T = 0

T 6= 0

Localizado

Súper-amortiguado

Óhmica s = 1
T = 0

T 6= 0

Amortiguado

Súper-amortiguado

Super-óhmica s > 1
T = 0

T = T ∗

Sub-amortiguado

Súper-Amortiguado

Tabla 1. Comportamiento de un sistema de dos niveles
según el tipo de disipación.

En este modelo de análisis, se llama caso óhmico a
s = 1; caso súper-óhmico as > 1 y caso sub-óhmico
para 0 < s < 1. Para disipación sub-óhmica el siste-
ma es localizado para temperatura T = 0. A tempe-
ratura finita se determinó que el proceso de relajación
es no coherente. Para disipación óhmica se dieron va-
rios regı́menes dependiendo de las constantes del pro-
blema y de la temperatura, que se resumen en tres posi-
bles comportamientos: amortiguado, sub-amortiguado,
súper-amortiguado o localizado.

La atención en nuestro modelo, se focalizara en el
caso súper-óhmico, el cual restringe las posibilidades
al caso sub o súper-amortiguado. Un comportamiento
súper-amortiguado aparece solamente a partir de una
temperatura que depende de la función espectral.

3.2. Función espectral de la interacción con fonónes
ópticos

En el caso de puntos cuánticos grandes lo suficien-
te como para que la energı́a entre niveles sea mucho
menor a la energı́a de los fonónes ópticos (en Arsenu-
ro de Galio, GaAs), la posibilidad del acoplamiento no
se considera. Sin embargo, cunado se reduce el tamaño
del punto cuántico de manera de que dichas energı́as se
aproximen, queda abierta la posibilidad del acoplamien-
to electrón-fonón óptico como fuente de relajación para
el electrón y por lo tanto se puede considerar al electrón
acoplado con los modos ópticos [15, 16] (además de
los mecanismos de amortiguamiento como los fonónes
acústicos) como un nuevo baño efectivo para el espı́n.

Se determinó que solamente existe una forma de in-
teracción electrón- fonón óptico para un electrón loca-
lizado en la banda de conducción (de puntos cuánticos
de Arsenuro de galio, GaAs), ella es la interacción de
Fröhlich.
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J (ω) =
α2

4iρNV L2
[

1

ω2 − ω2
LO − 2iγω

−

1

ω2 − ω2
LO + 2iγω

,

(13)

donde, α = −i
[
2πe2~ω2

LO

V

[
1

ε(∞) −
1
ε(0)

]]1/2
es la

constante de acoplamiento de Fröhlich, L2 el compri-
miento eléctrico y γ es la constante de amortiguamien-
to de los fonones ópticos ( γ ∼ 1.4 × 1011s−1 para el
GaAs).

3.3. Función espectral de la interacción con fonónes
acústicos

A través de los modelos matemáticos anteriormente
adoptados se encontró que la función espectral que des-
cribe caso especı́fico de ω ∼ ωLO, considerando que
la disipación del baño efectivo para el electrón tiene la
forma:

J (ω) =
α2

4iρNV L2

(
ζ

ω0

)2( ω

ω0

)2 γω(
ω2 − ω2

L0

)2
+ 4(γω)2

.

(14)

Para bajas frecuencias, esta función espectral efecti-
va corresponde a disipación súper-óhmica, ası́ el siste-
ma presenta nuevamente un comportamiento oscilatorio
cuya amplitud decae con el tiempo. En este contexto,
se mostró que la rata de amortiguamiento en este caso
depende de ∆3 y el tiempo de decoherencia como ∆−3.

4. Conclusiones

El espı́n electrónico en puntos cuánticos acoplados
actúa como un sistema disipatı́vo debido a las interac-
ciones electrón-fonón (interacción de Fröhlich y la inter-
acción piezoeléctrica), las cuales se presentan como un
baño efectivo para el espı́n al interaccionar con la órbita
electrónica. Se mostro que en una molécula diatómica
constituida por puntos cuánticos grandes (mayores que
25 nm en adelante y energı́as menores a 50 meV) la
principal fuente de decoherencia es la interacción piezo-
eléctrica (causantes de los fonónes acústicos), que por
sı́ misma es una fuente de disipación súper-óhmica para
el electrón, esto se traduce en una dinámica sub amorti-
guada para el espı́n, dentro de la aproximación dipolar,
la cual permite determinar que se retenga información
cuántica en base al espı́n hasta tiempos del orden de

ω−5 , resultado optimo para la transferencia masiva de
información.

En los resultados del análisis del electrón y los
fonónes ópticos (o sea puntos cuánticos pequeños me-
nores a 25 nm y energı́as mayores a 50 meV) se muestra
que un acoplamiento óhmico entre los fonónes ópticos
y acústicos genera un baño óhmico para el electrón, que
corresponde en la aproximación dipolar a la interacción
de dos osciladores armónicos bidimensionales desaco-
plados en las direcciones que es analizado a través de la
interacción de Fröhlich. Lo cual se traduce en una de-
pendencia de la función espectral de ω3 lo que resulta
en tiempos del orden de ω−3, esto conduce a un siste-
ma más estable y de más tiempo para la transferencia
de información que en el caso anterior.

Dentro del tratamiento fenomenológico dado a las in-
teracciones del electrón con el baño o reservorio, se nota
que tanto para puntos cuánticos grandes como para pun-
tos pequeños el modelo de Caldeira- Leggett es apro-
piado para describir este tipo de sistemas disipatı́vos sin
enfrascarse en primeros principios y cálculos compli-
cados.
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