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Resumen

Se discute la dindmica en el espacio fase de una membrana relativista 2-dimensional con simetria esférica
mediante el uso de la funcién de Wigner. Mediante el uso de las condiciones de frontera de Hartle-Hawking,
Linde y Vilenkin se discuten las funciones de onda asi como sus funciones de Wigner, explorando su
comportamiento asintdtico asi como una solucién numérica. Ademads, se discute la posible relacién con
las funciones Q de Husimi y una posible extensién usando la geometria no conmutativa.

Palabras Clave: Cosmologia cudntica, métodos de cuantizacién, cuantizacidon por deformacion, espacio
fase.

Abstract

Dynamics of a 2-dimensional relativistic spherically symmetric membrane is discussed by using the Wigner
function. By using Hartle-Hawking, Linde and Vilenkin boundary conditions both wave and Wigner
functions are discussed, exploring its asymptotic behavior as well as a numerical solution. Finally, possible
relationship between the Q Husimi functions and an extension using noncommutative geometry ares
discussed.

Keywords: Quantum cosmology, brane dynamics, quantum phase space, noncommutative geometry.

1. Introduccion

Los objetos relativistas extendidos han sido emplea-
dos por muchos afios en modelos de diversos sistemas
fisicos [3]. Uno de los primeros ejemplos es el modelo
del electrén extendido de Dirac el cual fue propuesto
con el objetivo de eliminar la divergencia de la energia
electromagnética. Otro ejemplo puede encontrarse en
la fisica de particulas elementales donde la estructura
de la cuerda relativista ha sido usada en modelos de
resonancia dual. De hecho, la extensién supersimétrica
del modelo de cuerdas es considerado como uno de los
candidatos mds fuertes para unificar todas las interac-
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ciones fundamentales, incluyendo a la gravedad [4}/5].

En cosmologia pueden encontrarse también muchos
tipos de objetos extendidos. Por ejemplo, durante las
transiciones de fase en los primeros instantes del uni-
verso aparecieron algunas configuraciones estables de
campos con topologia no trivial tales como las pare-
des de dominio, las cuerdas césmicas y los monopolos.
Estos objetos extendidos pudieron tener consecuencias
cosmoldgicas importantes, en particular, pudieron in-
cluso producir fluctuaciones en la densidad que afectan
la formacion de galaxias y la estructura a gran escala del
universo. Las cuerdas césmicas y las paredes de domi-
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nio pueden llegar a ser superconductoras si la invarian-
za de norma se rompe en el interior del defecto. Aparte,
existen también configuraciones estacionarias de cuer-
das superconductoras llamadas vortones los cuales han
sido propuestos como fuentes de rayos cOsmicos ultra-
energéticos y materia oscura [6,/7]. Sin embargo, estos
objetos superconductores no son estables debido a efec-
tos cudnticos produciendo un decaimiento de corrien-
te [[8,9]. En el universo temprano, durante la ruptura
espontdnea de la simetria, las burbujas de vacio verda-
dero inmersas en un falso vacio metaestable pueden ser
producidas a través del proceso de tunelamiento cudnti-
co [3].

Recientemente, algunos modelos sugieren que nues-
tro universo puede ser visto como una superficie 4-
dimensional encajada en un espacio de cinco o mads
dimensiones [10,|I1]]. Estos modelos pueden ser usa-
dos para describir propiedades de la materia y energia
oscura asi como también los mecanismos cudnticos de
la creacién del universo [[12H16]]. Los ejemplos previos
muestran la importancia de comprender en detalle los
comportamientos tanto clasicos como cudnticos de este
tipo de objetos. El tratamiento empleado para obtener
la cuantizacién de estos sistemas es usualmente realiza-
da mediante los formalismos de cuantizacién canénica
o por la cuantizacién por integrales de trayectoria [|17]]
donde se utilizan las representaciones de coordenadas
o0 momentos. Sin embargo, existen algunas propiedades
cudnticas que no son apreciadas en estas descripciones
y que necesitan herramientas adicionales para extraer
la informacién fisica cudntica relevante.

El marco del espacio fase es un escenario muy util
en el cual las propiedades de la fisica cudntica pue-
den ser analizadas. Ofrece informacién adicional a la
construccion cudntica estandar, la cual es realizada en
s6lo una representacion (coordenadas o0 momentos). El
espacio fase nos permite una imagen mas completa de
los fendmenos cudnticos puesto que las relaciones en-
tre las coordenadas y los momentos pueden ser apre-
ciadas al mismo tiempo. Mds aun, este escenario es
una extension apropiada del formalismo de Hamilton
a la descripcidn cudntica de la naturaleza. Este tipo de
construccién nos permite apreciar propiedades que no
se aprecian en la descripcién estdndar de la mecédnica
cuantica. Una revisiéon de completa de esta construc-
cién y sus aplicaciones se presenta en [18].

Bajo esta aproximacién la funcién de Wigner es el
objeto mas importante de la teoria. Esta funcién con-
tiene toda la informacién cudntica del sistema; en par-
ticular, el estudio de las propiedades semicldsicas y el
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analisis del limite clasico es mas claro en términos de
ésta. La descripcién de la funcién de Wigner ha sido
usada en Optica cudntica, fisica de particulas y fisica
nuclear, materia condensada, fisica estadistica, etc. Mas
aun, algunos métodos han sido propuestos para medir
la funcién de Wigner experimentalmente [19-21]. La
descripcion del espacio fase ha sido empleada ya para
tratar algunos objetos extendidos relativistas, como lo
son las cuerdas bosénicas [22]. Hasta donde se sabe no
existen estudios de las propiedades cudnticas de otros
objetos extendidos o en particular de la 2-brana en el
espacio fase.

El propésito de este articulo es introducir el uso de
la funcién de Wigner en la descripcién de las membra-
nas bidimensionales relativistas y analizar el comporta-
miento cudntico de la 2-brana esféricamente simétrica
en el espacio fase. Con el fin de evitar las complicacio-
nes de considerar todos los grados de libertad y con el
objetivo de presentar una configuracién simple se enfo-
ca el estudio en la brana esférica. Incluso cuando este
es un modelo que fue pensado como una simplificacién
posee implicaciones fisicas relevantes en la evolucién
del universo temprano a través de la nucleacién de bur-
bujas de vacio verdadero [23}24]].

La funcién de Wigner es una descripciéon que admi-
te una interpretaciéon mas clara acerca del concepto de
estado cudntico, relacionando la contraparte cldsica de
estado cldsico como punto en el espacio fase [?]. Los
observables resultan ser funciones suaves sobre el es-
pacio fase y su construccién se obtiene de la evalua-
cion de las funciones en el espacio fase. Por otra parte,
su construccién también es realizable mediante técnicas
desarrolladas en el campo de la 6ptica [1]], en donde se
pueden modelar sistemas complejos mediante arreglos
experimentales.

El articulo estd organizado como sigue. En la seccién
2 se presenta una breve descripcion de las propiedades
de la funcién de Wigner y se calcula la funcién de Wig-
ner para dos tipos de 2-branas bosénicas esféricamen-
te simétricas. Primero se considera la burbuja de vacio
verdadero donde su funcién de onda puede ser calcula-
da exactamente en términos de la funcién biconfluente
de Heun. Sin embargo, esta funcién no es recomenda-
ble para trabajar con ella; por esta razén se analiza las
propiedades de la funcién de onda por tres métodos dis-
tintos: el método WKB, la solucidon a la ecuacién de
Schrodinger para valores muy grandes del radio de la
burbuja y finalmente el comportamiento asintético. Des-
pués, la funcién de Wigner se obtiene numéricamente
a través de su representacion integral para tres diferen-
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tes condiciones de frontera (Hartle-Hawking, Linde y
Vilenkin) inspiradas en la cosmologia cuéntica. Final-
mente, en la seccidon 3 se da la conclusion.

2. La funcion de Wigner de la 2-brana bosénica

Existen distintos métodos para obtener la cuantiza-
cién de un sistema cldsico, partiendo con el bien co-
nocido proceso de cuantizacién candnica desarrollado
por Heisenberg, Schrodinger, Dirac y muchos otros,
continuando con la formulacién de las integrales de
trayectoria establecida por Feynman. Adicional a esto,
muchas técnicas se han construido en el espacio fase
como el formalismo de la cuantizacién geométrica y la
cuantizacion por deformacién que fueron introducidas
para tratar con algunos problemas de los métodos pre-
vios [25)26].

El tratamiento cudntico de los sistemas fisicos en
el espacio fase comienza con el objetivo de establecer
una conexién con la descripcion clasica [[18f]. El obje-
to fundamental en este marco es la funcién de Wigner
(una funcién de distribucién de cuasi—probabilidad) la
cual tiene aplicaciones importantes en Optica y proce-
samiento de sefiales [27].

Para un sistema cudntico con un grado de libertad
descrito por el operador de densidad

p="Y vl (wsl, (1)
j

donde las cantidades p; son no negativas y su suma es
igual a uno, la funcién de Wigner puede ser construida
como su transformada de Fourier en la siguiente forma

@)= [ g
pw\T,p) = omh

R

(e 3fel-2)mn

Por simplicidad se considera en este articulo s6lo un
espacio fase 2-dimensional (z,p) € R?; sin embargo,
la siguiente construccién puede ser extendida directa-
mente a espacios fase planos de dimensiones mayores.

En particular, para un estado puro p = |¢) (¢ la fun-
cion de Wigner puede ser calculada en términos de la
funcién de onda v (z) como

pw(@,p) = %e—"%* (x—ﬁ)w<x+§). 3

R

Esta funcidn satisface las siguientes propiedades:
1. py(z,p) = py(z,p)*, es una funcién real,
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2. [ dzdp py(z,p) =1, estd normalizada,
R2

3. [dp pw(z,p) = a(z), define una densidad de
R

probabilidad espacial positiva,
4. [dz py(z,p) = B(p), .cm da una densidad de
R

probabilidad de momento positiva.

Sin embargo, la funcién de Wigner admite valores
negativos, por lo que es considerada una distribucién
de cuasi—probabilidad. Esta caracteristica ha estimula-
do un estudio matemadtico para tratar con probabilida-
des negativas [28}29] donde su interpretacién fisica ha
sido analizada a través de los afios y algunos autores
la conciben como una consecuencia de los efectos no
clasicos del espacio fase [30,31]. Recientemente algu-
nos avances tratan a la funcién de Wigner en analogia
con la construccién de Koopman—von Neumann que ha
sido desarrollada en [32].

La funcién de Wigner contiene la informacién cuanti-
ca del sistema y, en principio, nos permite una des-
cripcién mas clara de las propiedades semiclésicas y el
andlisis del limite cldsico. Sin embargo, su uso en el
estudio de los objetos extendidos no ha sido explorado
ampliamente y el objetivo es hacer uso de las venta-
jas que ofrece y completar la descripcién cudntica da-
da por otros métodos. En particular, la 2-brana aparece
en contestos fisicos diferentes; por ejemplo, como bur-
bujas de vacio verdadero embebidas en un falso vacio
metaestable [15].

2.1. La burbuja de vacio verdadero

En el universo temprano ocurrieron transiciones de
fase donde burbujas esféricas de la nueva fase emergie-
ron espontdneamente, expandiéndose cercanas a la ve-
locidad de la luz. La energia producida cuando la fase
anterior se transformé en la nueva fase estaba localiza-
da en la vecindad de la pared de la burbuja. El fin de
la transicién de fase es alcanzado cuando las burbujas
se fusionan y la energia de las paredes es termalizada,
produciendo que la nueva fase cubra el universo com-
pleto. La evolucién de las burbujas y su fusién en un
universo en expansion ha sido tratado por algunos au-
tores [23,24].

Maés aun, dominios de pared esféricos pueden ser
continuamente producidos durante la inflacién por tu-
nelamiento mecanico—cuantico [33]]. De esta manera es-
tos defectos topolégicos pudieron tener densidades no
despreciables después de la inflacién. Por otro lado, la



Jou.Cie.Ing, Vol.7, No.1, Agosto de 2015, pp. 43-53

configuracion de pared esférica nos permite reducir los
grados de libertad y eliminar muchos problemas pre-
sentes en el caso general. En este sistema el nimero de
grados de libertad es sélo uno, y corresponde al radio
R de la burbuja.

El modelo es simplificado tomando en cuenta los si-
guientes puntos:

1. Se considera un espacio-tiempo de Minkoswki
tal que el efecto gravitacional de la burbuja de
vacio verdadero es despreciable.

2. Como una primera aproximacién se considera al
radio de la burbuja mucho més grande que su es-
pesor; de esta manera la pared se puede aproxi-
mar como una hoja infinitamente delgada.

3. Se supone que la accion de tunelamiento es gran-
de por lo que se puede emplear la aproximacién
semiclasica de WKB.

Tomemos una superficie 2-dimensional ¥ que evo-
luciona en un espacio—tiempo de fondo de Minkowski
4-dimensional con métrica 7),,,,, descrita en términos del
encaje x# = X*(£*) donde £ son coordenadas locales
para el volumen de mundo, m, barrido por la superficie
Y (a,b=0,1,2). " denota a las coordenadas locales
coordinates para el espacio—tiempo (u,v =0,1,2,3) y
X" son las funciones de encaje para m.

La accién efectiva que caracteriza a la dindmica de
la burbuja estd dada por

S =8,+S
—/d3§ o\/—g—i—/dtd?’X €,

donde o denota la tension de la burbuja, € es la dife-
rencia de energia entre el falso y el verdadero vacio,
g denota el determinante de la métrica inducida por el

ax"
volumen de mundo gap = nNuveiey y e = Gea son
los vectores tangentes al volumen de mundo.

“

Las definiciones dadas anteriormente dan una des-
cripcién especializada de una membrana esférica 3. A
partir de este momento, consideraremos un espacio—
tiempo de fondo Minkowski descrito por ds? = —dt?+
dr? + 12 df? 4+ r? sin? 6 d¢?. La hoja de mundo de la
burbuja puede ser descrita por las funciones de encaje
XH = (t(T)’ R(T)a 0, ¢)

Usando los vectores tangentes, e = Jzt /0T =
(i,Ro,o), ch = 0at/00 = (0,0,1,0) y ¢ =
dx* /0¢ = (0,0,0,1) la métrica inducida sobre el vo-
lumen de mundo puede leerse del elemento de linea
ds?® = gap dEdE® = —N2dr24+R? d0?*+ R? sin” 0 dp?
donde N = /2 — R2 y los puntos denotan la derivada
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con respecto al pardmetro 7. Es importante mencionar
que NN corresponde a la funcién de lapso en la aproxi-
macién hamiltoniana de ADM para membranas [34435]].
Empleando esta expresion para la métrica inducida y la
norma de Minkowski f = 1, la lagrangiana puede es-
cribirse como

L = —4roR? (1 _ R2)1/2 Am

+ 3533. 3)

El momento conjugado asociado a la variable R esta
dado por

_ % — droR’R (1 - 1%2)71/2 :

y asi el hamiltoniano asociado es

PR (6)

. /2 4 )
H=prR-L= {p% + (4WURQ)2} - 3”535 =0, (1)

puesto que este hamiltoniano nulo describe un pro-
ceso de nucleacién en donde la energia se conserva.
Debido al hecho de que el hamiltoniano posee una
raiz cuadrada es conveniente emplear como nuevo ha-
miltoniano H’ una expresién que contiene momento
cuadratico como se hace usualmente [[15]].

Definiendo ahora las siguientes cantidades x := R%,
p = Ropr. Ry := 2% y i := 20 R}, escogemos
H' =py + 4’2 (1-2%) =0. (8)

La ecuacion de Schrodinger correspondiente a este sis-
tema es
2 2
d Aps 4

- @U’(x) + T2 v (1—2%)v(z) =0.

donde () denota a la funcién de onda.

El comportamiento del potencial cudntico se muestra
en la figura 1 donde puede observarse una barrera que
permite un proceso de tunelamiento.

&)

Fig. 1. La barrera de potencial para la nucleacion de burbujas para
h=1yparapu=1y p=0.7 (linea punteada).

En las siguientes subsecciones se presenta la solucion
analitica de esta ecuacién y también tres formas distin-
tas de soluciones aproximadas de la funcién de onda
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con el objetivo de explorar su comportamiento y obte-
ner una expresion analitica de la funcién de Wigner al
menos en algunas regiones.

Solucion exacta y expansion asintética

La ecuacion (9) tiene de hecho una solucién exacta;
sin embargo, es muy dificil de trabajar. A través del si-
guiente cambio de variable z := —\22, donde \? :=
;i—%, la ecuacién de Schrodinger puede escribirse como

2

z%qﬁ(z) + %d%qp(z) +22(A = 2)Y(2) = 0. (10)
De acuerdo con [36], la solucién de la ecuacién (I0)
puede ser expresada en la siguiente manera

0(e) = exp [~ 30 - )| ol0).

Sustituyendo esta expresién para ¢ (z) en la ecuaci6n
(10], obtenemos la ecuacion biconfluente de Heun para
la funcién ¢(z) dada por

2
d <; + Az — 222> dizgo(z)Jr

2o 5e(2) +
KA: - ‘;’> t ﬂ o(z)=0. (12)

Las soluciones generales de la ecuacién biconfluente de
Heun

2

d o d
zﬁgo(z) +(1+a—bz—2z )@@(ZH_

{(g—a—Q)z— %[d—i— (1+a)b]}g0(z) =0, (13)

son llamadas las funciones biconfluentes de Heun
Hg)(a, bye,d|z)y H](;)(a, b, c,d| z), las cuales son li-
nealmente independientes. Comparando las ecuaciones
(12) y (13), encontramos que la solucién general es

1 A2
@(Z):OlH(Bl) _7’_A77a0 z )+
2 4
2
@ (_ 1 A
CQHB (27A74,0 Z) . (14)
Estas funciones son generalizaciones de las funciones
hipergeométricas y tienen un comportamiento oscilato-
rio amortiguado [37]. Sin embargo, no poseen una for-
ma analitica cerrada y deben ser calculadas para cada
conjunto de pardmetros. Para soslayar estas dificulta-

das es posible obtener la siguiente forma asintética para
z>1:

11

[NE

A% .3
T+§)

Y(z) = Ciz (r-3) exp {—%z(z - )\)} +ng_%(

15)
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Este resultado puede ser escrito en términos de x, p
and 7 como:

Yy () = 132~ 151 (ClelA + CQG_iA) ,  (16)

para valores grandes de su argumento y para A :=
% In “—22

Se comparard este resultado con la aproximacién se-
micldsica WKB y con la funcién de onda obtenida por
la forma asintdtica del potencial para valores grandes
de z con el fin de implementar diferentes condiciones

de frontera.

Cdlculo semicldsico WKB

En la aproximacién WKB la funcién de onda se ex-
presa mediante la ecuacion

¢i($)_P(z)_l/29XP{ii/ d“’(f):”;r}’ (17
1

donde p(x) = [~V (x)]'/? and 1) representa a ondas

4
entrantes y salientes. En este caso V(z) = 4“;29” (1-
2?), por lo que la forma WKB de la funcién de onda

puede escribirse como

1
x) = X
V() 2ux?(x? —1)1/2
exp (:I:z‘zlﬁhx(glc2 - 1)1/2(2x2 - DF

%m (r+vV22—1)F T) . (18)
y la solucién general se expresa como

wWKB(-/E) = Dlw-i- + D2'(/)—~ (19)

Para valores grandes de z la forma asintética de la fun-
cién de onda es:

wWKB ~ $_3/2 (Dl exp {’Lﬁ

P (2:p4 —Ilnz/% - g)}Jr
Da exp {—z% (2334 “Ingl/4 - £> }) (20)

Puede observarse que la funcién WKB presenta una
amplitud amortiguada.

Por otro lado, el comportamiento de la funcién de
onda bajo la barrera (x < 1) puede expresarse como:

Vi (x) = |p(x) 1/ 21)
y usando el siguiente resultado

1
/ d¢ |p(&)| = 116 - % [2\/ 1— 22 (2m2 - 1) + arcsinac]

(22
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la funcién de onda estd dada por

Yi(z) = % (1- x2)_1/4 exp {jzl%q:

1 [m\/ 1— 22 (2x2 - 1) =+ arcsin x} } . (23)

8

Notemos que cerca del origen ¥4 es mayor que _.
Ecuacion de Schrodinger asintotica

En el régimen = > 1, el término x* en el potencial
puede ser despreciado y la ecuacién (9) se reduce a:
2
K~ 6

d2
Se propone la siguiente forma para o (z) := 2~/ 2¢(z),

donde ¢ es una funcién auxiliar la cual satisface la ecua-
cién

W(z) = 0. (24)

) & d 1 g
x @go(x) +x%<p(x) + 4ﬁx p(z) =0. (25)
Usando el siguiente cambio de variable z := 2‘—%1'4 ob-

tenemos la ecuacion de Bessel

, 2 d , 1
z @cp(z)—l-z%ga(z)—i- (z - 64> p(z) =0. (26)

De esta manera la solucién de la ecuacién (24) puede
escribirse en la forma

P(z) = 2!/ (FlJ% (;fﬁfl) + FQJ_é (%x‘l)) . @n

La expresién asintética de las funciones de Bessel
para valores grandes de z estdn dados por [38]:

Ji(z) ~ \/Z {cos (:c:F gy — %) _

sin (:I: ¥ gu - %)} , (28)

por lo tanto, la solucién puede ser reescrita como

1/2 o? 4
Y(z) ==x Fy J% 5

~x3/2 {F1 [cos <£m4 - 51)

2h 16
F> {cos (ﬂle — S—ﬂ—)

2h 16
Comparando las ecuaciones (I6), 20) y (29), se pue-
de observar que en el argumento de las funciones trigo-

nométricas se tiene el mismo coeficiente en el término
x* de las funciones de onda. Sin embargo, la dltima
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ecuacién no depende de In /4.

Estas aproximaciones seran empleadas en la siguien-
te subseccién para calcular la funcién de onda para la
condicién de frontera de Hartle-Hawking.

Condiciones de frontera

Las ecuaciones de onda obtenidas en las subseccio-
nes previas necesitan satisfacer condiciones de frontera
especificas estipuladas por una configuracion fisica par-
ticular. En esta parte, motivado por el problema de la
condicién de frontera presente en la cosmologia cudnti-
ca [[15]], se estudiaran tres de las condiciones de frontera
m4s empleadas: las propuestas por Hartle-Hawking, Vi-
lenkin y Linde. El objetivo de este andlisis es comentar
las diferentes propiedades cudnticas de estas condicio-
nes y su relacién con su comportamiento clésico.

Las tres condiciones de frontera en cosmologia
cudntica son:

Hartle-Hawking

Y (z) =<1
V(@) = {er(x) r>1’ 50)
Vilenkin
_J(@) —3v-(x) x<1
Uy(z) = {1/)—(33) ? e>1’ €29)
Linde
_ )i (@) r <1 1
e {w+<z> i) a1

Existe un debate abierto acerca de cual es la con-
dicién de frontera correcta en la cosmologia cuantica
4-dimensional [[16], por lo que es interesante explorar
estas condiciones de frontera para la nucleacién de la
burbuja desde la perspectiva del espacio fase. Con el
objetivo de ilustrar las diferencias y con la esperanza
de arrojar alguna luz a las propiedades adecuadas de
estas condiciones se construyen las funciones de Wig-
ner correspondientes

El primer paso en la construccién de la funcién de
Wigner es obtener la funcién de onda. Debido a que el
momento candnico es positivo (véase la ecuacién (6)),
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las funciones 14 y ¥_ son funciones de onda salientes
y entrantes, respectivamente, las cuales son precisa-
mente la situacidén opuesta que ocurre en cosmologia
cuantica [15]).

Fuera de la barrera, la funcién de onda de tunelamien-
to de Vilenkin es una funcién de onda saliente v, = ¢4,
mientras que las funciones de onda de Hartle-Hawking
y de Linde corresponden a combinaciones de funcio-
nes de onda salientes y entrantes en la siguiente forma:
Yun =4 + Y and ¢ =Py — Y.

Para la solucion WKB es posible identificar, pa-
ra x > 1, las siguientes funciones de onda: Hartle-
Hawking:

1
Vn(w) & =12 cos 5, 33)
m
Linde:
L 3.
Y (x) =i 5 x sin S, (34)
m
Vilenkin:
L 3/ s
() =~ x> %e (35)

where S := £ (22* — Inz1/*) — 2 [15].

En la figura 2 se muestra las soluciones de la ecua-
cién de Schrodinger para la condicién de frontera de
Hartle-Hawking usando el método de Runge-Kutta a
cuarto orden, a través de la aproximacion WKB, la
expansion asintética de las funciones biconfluentes de
Heun y la forma asintética de las funciones de Bessel.
Para valores muy grandes de x las cuatro soluciones
son similares. Para las propuestas de Linde y Vilenkin
las soluciones son similares y por esta razén no se pre-
sentan en el articulo.

49

()

BX | -

Fig. 2. Las soluciones de las funciones de onda por el proceso
numérico 1y (x), mediante la aproximacién WKB twe(z) y me-
diante las expansiones asintéticas de las funciones de Heun ()
y de las funciones de Bessel vs(x). For p = i =1 con las condi-
ciones de frontera de Hartle-Hawking.

El siguiente paso es sustituir la expresion de la fun-
cién de onda en la ecuacién (3). El principal objeti-
vo fue encontrar una expresion analitica para la fun-
cién de Wigner usando las funciones de Heun (14); sin
embargo, esto no fue posible. Con el propésito de en-
contrar expresiones analiticas de la funcién de Wigner,
al menos en algunas regiones, usamos distintas formas
asintéticas de la funcién de onda en @I) (de hecho, esta
fue la razén de calcular la funcién de onda usando tres
aproximaciones distintas). De todas maneras ninguna
de ellas nos permite obtener estas funciones debido a
las integrales involucradas. Finalmente, se implemento
un computo numérico usando un cédigo en Fortran para
obtener la funcién de Wigner directamente empleando
la funcién de onda de la ecuacién, donde ¢ (z) = 0 for
z < 0. Los resultados de las funciones de Wigner para
cada condicién de frontera se presentan en las figuras
3,5 y 7, mientras que sus correspondientes mapeos de
densidad se presentan en las figuras 4, 6 y 8.
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Fig. 3. La funcién de Wigner para Hartle-Hawking (para u = h =
1). La figura muestra muchas oscilaciones debidas a la interferencia
entre las funciones de onda que expanden o contraen a las burbujas.

Fig. 4. Proyeccion de densidad de la funcion de Wigner para Hartle-
Hawking Wigner. Se observa que la trayectoria cldsica coincide
para para valores pequefios de p pero difiere de los picos mds altos
cuando p es grande.

A continuacién describiremos los resultados numéri-
cos de la funcién de Wigner en todos los casos.

Para la funcién de Wigner de Hartle-Hawking nota-
mos una forma simétrica oscilatoria alrededor del cero
del momento (véase la figura 3), donde su pico més alto
corresponde a la trayectoria cldsica dada por

1),

la cual estd representada por una curva oscura en los
graficos de densidad (véanse las figuras 4, 6 y 8. Se
puede observar que los picos de la funciéon de Wig-
ner decrecen con la distancia a la trayectoria clésica.

p? = 4pPat(x? — (36)
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Ademéds la funcién de Wigner tiene valores negativos
los cuales son interpretados por algunos autores [31]
como efectos no clasicos (la misma caracteristica se
presenta en los otros casos).

La funcién de Wigner de Linde (véase la figura 5)
tiene un comportamiento similar que el caso anterior,
pero la trayectoria cldsica no se halla sobre el pico mas
alto, tal y como se muestra en la figura 6. Se apre-
cian mas fluctuaciones de la funcién de Wigner a la
izquierda de la regién acotada por la trayectoria clési-
ca, mientras que fuera de esta regién los picos de las
oscilaciones reducen drasticamente sus amplitudes.

Miés aun, para los casos de Hartle-Hawking y Linde,
las funciones de onda de Wigner tienen términos de in-
terferencia que corresponden a burbujas que se expan-
den y contraen. La diferencia entre ellas es un signo
opuesto en el término de interferencia de las funciones

de onda (30) y (32).

Fig. 5. Funcién de Wigner para la funcién de onda de Linde (para
p = h = 1). La figura muestra una reduccién en la amplitud de
las oscilaciones en la region izquierda limitada por la trayectoria

clasica comparada con el caso de Hartle-Hawking.

La funcién de Wigner de Vilenkin Wigner (véase la
figura 7) se construye con la funcién de onda corres-
pondiente a una burbuja que se expande. En este caso
los términos de interferencia estdn ausentes y esta ima-
gen corresponde al tipico proceso de tunelamiento. Por
esta razén los picos de la funcién de Wigner se hallan
cerca de la trayectoria cldsica asociada con valores po-
sitivos para el momento. Debe notarse que la funcién de
Wigner para la condicién de Hartle-Hawking tiene una
amplitud mas pequefia en comparacién con las condi-
ciones de frontera de Linde y Vilenkin.

Desde el punto de vista de la cosmologia cudntica (si
la burbuja representa un universo 2-dimensional), es-
te resultado sugiere que el limite clasico del universo
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cudntico es dificil del obtener puesto que existen oscila-
ciones de la funcién de Wigner para los tres casos con-
siderados. Como se ha hecho notar anteriormente, el pi-
co mds alto de la funcién de Wigner de Hartle-Hawking
se halla sobre la trayectoria clasica; sin embargo, puede
ser més facil alcanzar la decoherencia de la funcién de
Wigner de Vilenkin puesto que tiene menos oscilacio-
nes comparada con los otros casos (debido a los térmi-
nos de interferencia que no estin presentes pues existe
s6lo un universo expandiéndose alrededor de p = 0).

Fig. 8. La proyeccion de densidad de la funciéon de Wigner de
Vilenkin. La trayectoria cldsica coincide en algunas partes con los

méximos de la funcién de Wigner y tiene sélo una rama.

3. Conclusiones

La descripcién del espacio fase cudntico de un siste-
ma fisico es un escenario general en donde las coorde-
nadas y los momentos se encuentran presentes de ma-

Fig. 6. La proyeccién de densidad de la funcién de Wigner de Lin- nera simultdnea y donde las propiedades fisicas pueden
de. En este caso, la trayectoria cldsica no coincide con el pico mas apreciarse €n una forma més completa con respecto a
alto de su funcién de Wigner correspondiente. una representacion particular. El objetivo principal en

esta aproximacion es la funcién de Wigner la cual con-
tiene toda la informacidn cudntica en el espacio fase.
Esta distribucién cuasi—probabilistica es ttil en la des-
cripcién de propiedades semiclasicas y para obtener el
limite cldsico.

En este trabajo se empled la descripcion del espacio
fase cudntico para analizar el comportamiento fisico de
una 2-brana. Con la finalidad de simplificar este mode-
lo, se redujo el nimero de grados de libertad conside-
rando s6lo una configuracién esféricamente simétrica.
Se enfoc6 en el entorno cosmolégico y se analizé la
dindmica cudntica de una burbuja de verdadero vacio

i ) ) o descrita por la tension de la burbuja.
Fig. 7. La funcién de Wigner de Vilenkin (para y = h = 1). Puede

observarse un maximo claro y pocas oscilaciones comparadas con . L . P
Con inspiracion en la cosmologia cudntica se emplea-

ron diferentes condiciones de frontera para la funcion de
onda de la burbuja: las propuestas de Hartle-Hawking,
Linde y Vilenkin, y mediante métodos numéricos se
obtuvieron sus funciones de Wigner correspondientes.

la funcién de Wigner de Hartle-Hawking.
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El comportamiento de la funcién de Wigner para
la condicién de Hartle-Hawking posee una forma os-
cilatoria simétrica alrededor del cero de momento y
presenta muchas oscilaciones debidas a términos de in-
terferencia entre las funciones de onda de burbujas en
expansion y contraccion y el pico més alto corresponde
a su trayectoria clésica.

La funcién de Wigner de Linde Wigner muestra una
estructura similar al caso de Hartle-Hawking, donde
también existen términos de la funcién de onda tanto
de expansiéon como de contraccién. Sin embargo, es-
ta funcidn tiene mds oscilaciones a la izquierda de la
regioén acotada por la trayectoria cldsica y menos osci-
laciones fuera de esta region con respecto del caso de
Hartle-Hawking, debido a una diferencia de signo en el
término de interferencia. M4s aun, la trayectoria clasica
no se halla en el pico mds alto de la funcién de Wigner.

Para la condicién de frontera de tunelamiento de
Vilenkin, su funcién de Wigner muestra menos oscila-
ciones puesto que existe s6lo una componente de ex-
pansioén de la funcién de onda. Este hecho puede ser
explicado puesto que no existen términos de interfe-
rencia. Ademads, la trayectoria cldsica se halla cerca del
valor maximo de la funcién de Wigner. Hay que hacer
notar que la decoherencia de la funcién de Wigner de
Vilenkin parece ser més facil puesto que los términos
de interferencia se encuentran ausentes.

Los udltimos resultados sugieren que si representamos
al universo como una burbuja 2-dimensional entonces
obtener el limite cldsico es complicado, esto como con-
secuencias de la existencia de oscilaciones en la funcién
de Wigner. Sin embargo, el limite clasico de la funcién
de Wigner para Vilenkin puede ser més facil de obtener
tomando en cuenta que s6lo hay un universo en expan-
sion.

El andlisis del espacio fase cuantico desarrollado en
este trabajo motiva el estudio de otras configuracio-
nes de membranas relativistas. Por ejemplo, puede ser
utilizado para analizar las propiedades del modelo del
electrén de Dirac y sus posibles generalizaciones. Por
otra parte, el formalismo de cuantizacién por deforma-
cién es uno de los métodos mds generales para cuanti-
zar sistemas arbitrarios [26}/44,45]] y puede llevarnos a
obtener expresiones analiticas para la funcién de Wig-
ner en otros objetos extendidos relativistas. Se confia
que la aproximacion anterior puede conducirnos a nue-
vos resultados y en principio poder analizar el limite
cldsico de una manera mas sistemdtica. Estos proble-
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mas forman parte de la investigacion actual.
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