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Resumen

Se discute la dinámica en el espacio fase de una membrana relativista 2-dimensional con simetrı́a esférica
mediante el uso de la función de Wigner. Mediante el uso de las condiciones de frontera de Hartle-Hawking,
Linde y Vilenkin se discuten las funciones de onda ası́ como sus funciones de Wigner, explorando su
comportamiento asintótico ası́ como una solución numérica. Además, se discute la posible relación con
las funciones Q de Husimi y una posible extensión usando la geometrı́a no conmutativa.

Palabras Clave: Cosmologı́a cuántica, métodos de cuantización, cuantización por deformación, espacio
fase.

Abstract

Dynamics of a 2-dimensional relativistic spherically symmetric membrane is discussed by using the Wigner
function. By using Hartle-Hawking, Linde and Vilenkin boundary conditions both wave and Wigner
functions are discussed, exploring its asymptotic behavior as well as a numerical solution. Finally, possible
relationship between the Q Husimi functions and an extension using noncommutative geometry ares
discussed.

Keywords: Quantum cosmology, brane dynamics, quantum phase space, noncommutative geometry.

1. Introducción

Los objetos relativistas extendidos han sido emplea-
dos por muchos años en modelos de diversos sistemas
fı́sicos [3]. Uno de los primeros ejemplos es el modelo
del electrón extendido de Dirac el cual fue propuesto
con el objetivo de eliminar la divergencia de la energı́a
electromagnética. Otro ejemplo puede encontrarse en
la fı́sica de partı́culas elementales donde la estructura
de la cuerda relativista ha sido usada en modelos de
resonancia dual. De hecho, la extensión supersimétrica
del modelo de cuerdas es considerado como uno de los
candidatos más fuertes para unificar todas las interac-

ciones fundamentales, incluyendo a la gravedad [4, 5].

En cosmologı́a pueden encontrarse también muchos
tipos de objetos extendidos. Por ejemplo, durante las
transiciones de fase en los primeros instantes del uni-
verso aparecieron algunas configuraciones estables de
campos con topologı́a no trivial tales como las pare-
des de dominio, las cuerdas cósmicas y los monopolos.
Estos objetos extendidos pudieron tener consecuencias
cosmológicas importantes, en particular, pudieron in-
cluso producir fluctuaciones en la densidad que afectan
la formación de galaxias y la estructura a gran escala del
universo. Las cuerdas cósmicas y las paredes de domi-
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nio pueden llegar a ser superconductoras si la invarian-
za de norma se rompe en el interior del defecto. Aparte,
existen también configuraciones estacionarias de cuer-
das superconductoras llamadas vortones los cuales han
sido propuestos como fuentes de rayos cósmicos ultra-
energéticos y materia oscura [6, 7]. Sin embargo, estos
objetos superconductores no son estables debido a efec-
tos cuánticos produciendo un decaimiento de corrien-
te [8, 9]. En el universo temprano, durante la ruptura
espontánea de la simetrı́a, las burbujas de vacı́o verda-
dero inmersas en un falso vacı́o metaestable pueden ser
producidas a través del proceso de tunelamiento cuánti-
co [3].

Recientemente, algunos modelos sugieren que nues-
tro universo puede ser visto como una superficie 4-
dimensional encajada en un espacio de cinco o más
dimensiones [10, 11]. Estos modelos pueden ser usa-
dos para describir propiedades de la materia y energı́a
oscura ası́ como también los mecanismos cuánticos de
la creación del universo [12–16]. Los ejemplos previos
muestran la importancia de comprender en detalle los
comportamientos tanto clásicos como cuánticos de este
tipo de objetos. El tratamiento empleado para obtener
la cuantización de estos sistemas es usualmente realiza-
da mediante los formalismos de cuantización canónica
o por la cuantización por integrales de trayectoria [17]
donde se utilizan las representaciones de coordenadas
o momentos. Sin embargo, existen algunas propiedades
cuánticas que no son apreciadas en estas descripciones
y que necesitan herramientas adicionales para extraer
la información fı́sica cuántica relevante.

El marco del espacio fase es un escenario muy útil
en el cual las propiedades de la fı́sica cuántica pue-
den ser analizadas. Ofrece información adicional a la
construcción cuántica estándar, la cual es realizada en
sólo una representación (coordenadas o momentos). El
espacio fase nos permite una imagen más completa de
los fenómenos cuánticos puesto que las relaciones en-
tre las coordenadas y los momentos pueden ser apre-
ciadas al mismo tiempo. Más aun, este escenario es
una extensión apropiada del formalismo de Hamilton
a la descripción cuántica de la naturaleza. Este tipo de
construcción nos permite apreciar propiedades que no
se aprecian en la descripción estándar de la mecánica
cuántica. Una revisión de completa de esta construc-
ción y sus aplicaciones se presenta en [18].

Bajo esta aproximación la función de Wigner es el
objeto más importante de la teorı́a. Esta función con-
tiene toda la información cuántica del sistema; en par-
ticular, el estudio de las propiedades semiclásicas y el

análisis del lı́mite clásico es más claro en términos de
ésta. La descripción de la función de Wigner ha sido
usada en óptica cuántica, fı́sica de partı́culas y fı́sica
nuclear, materia condensada, fı́sica estadı́stica, etc. Más
aun, algunos métodos han sido propuestos para medir
la función de Wigner experimentalmente [19–21]. La
descripción del espacio fase ha sido empleada ya para
tratar algunos objetos extendidos relativistas, como lo
son las cuerdas bosónicas [22]. Hasta donde se sabe no
existen estudios de las propiedades cuánticas de otros
objetos extendidos o en particular de la 2-brana en el
espacio fase.

El propósito de este artı́culo es introducir el uso de
la función de Wigner en la descripción de las membra-
nas bidimensionales relativistas y analizar el comporta-
miento cuántico de la 2-brana esféricamente simétrica
en el espacio fase. Con el fin de evitar las complicacio-
nes de considerar todos los grados de libertad y con el
objetivo de presentar una configuración simple se enfo-
ca el estudio en la brana esférica. Incluso cuando este
es un modelo que fue pensado como una simplificación
posee implicaciones fı́sicas relevantes en la evolución
del universo temprano a través de la nucleación de bur-
bujas de vacı́o verdadero [23, 24].

La función de Wigner es una descripción que admi-
te una interpretación más clara acerca del concepto de
estado cuántico, relacionando la contraparte clásica de
estado clásico como punto en el espacio fase [?]. Los
observables resultan ser funciones suaves sobre el es-
pacio fase y su construcción se obtiene de la evalua-
ción de las funciones en el espacio fase. Por otra parte,
su construcción también es realizable mediante técnicas
desarrolladas en el campo de la óptica [1], en donde se
pueden modelar sistemas complejos mediante arreglos
experimentales.

El artı́culo está organizado como sigue. En la sección
2 se presenta una breve descripción de las propiedades
de la función de Wigner y se calcula la función de Wig-
ner para dos tipos de 2-branas bosónicas esféricamen-
te simétricas. Primero se considera la burbuja de vacı́o
verdadero donde su función de onda puede ser calcula-
da exactamente en términos de la función biconfluente
de Heun. Sin embargo, esta función no es recomenda-
ble para trabajar con ella; por esta razón se analiza las
propiedades de la función de onda por tres métodos dis-
tintos: el método WKB, la solución a la ecuación de
Schrödinger para valores muy grandes del radio de la
burbuja y finalmente el comportamiento asintótico. Des-
pués, la función de Wigner se obtiene numéricamente
a través de su representación integral para tres diferen-
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tes condiciones de frontera (Hartle-Hawking, Linde y
Vilenkin) inspiradas en la cosmologı́a cuántica. Final-
mente, en la sección 3 se da la conclusión.

2. La función de Wigner de la 2-brana bosónica

Existen distintos métodos para obtener la cuantiza-
ción de un sistema clásico, partiendo con el bien co-
nocido proceso de cuantización canónica desarrollado
por Heisenberg, Schrödinger, Dirac y muchos otros,
continuando con la formulación de las integrales de
trayectoria establecida por Feynman. Adicional a esto,
muchas técnicas se han construido en el espacio fase
como el formalismo de la cuantización geométrica y la
cuantización por deformación que fueron introducidas
para tratar con algunos problemas de los métodos pre-
vios [25, 26].

El tratamiento cuántico de los sistemas fı́sicos en
el espacio fase comienza con el objetivo de establecer
una conexión con la descripción clásica [18]. El obje-
to fundamental en este marco es la función de Wigner
(una función de distribución de cuasi–probabilidad) la
cual tiene aplicaciones importantes en óptica y proce-
samiento de señales [27].

Para un sistema cuántico con un grado de libertad
descrito por el operador de densidad

ρ̂ =
∑
j

pj |ψj〉〈ψj |, (1)

donde las cantidades pj son no negativas y su suma es
igual a uno, la función de Wigner puede ser construida
como su transformada de Fourier en la siguiente forma

ρW(x, p) =

∫
R

dy

2π}

〈
x+

y

2

∣∣∣ ρ̂ ∣∣∣x− y

2

〉
e−ipy/}. (2)

Por simplicidad se considera en este artı́culo sólo un
espacio fase 2-dimensional (x, p) ∈ R2; sin embargo,
la siguiente construcción puede ser extendida directa-
mente a espacios fase planos de dimensiones mayores.

En particular, para un estado puro ρ̂ = |ψ〉〈ψ| la fun-
ción de Wigner puede ser calculada en términos de la
función de onda ψ(x) como

ρW(x, p) =

∫
R

dξ

2π}
e−i

ξp
} ψ∗

(
x−

ξ

2

)
ψ

(
x+

ξ

2

)
. (3)

Esta función satisface las siguientes propiedades:
1. ρW(x, p) = ρW(x, p)∗, es una función real,

2.
∫
R2

dxdp ρW(x, p) = 1, está normalizada,

3.
∫
R
dp ρW(x, p) = α(x), define una densidad de

probabilidad espacial positiva,
4.
∫
R
dx ρW(x, p) = β(p), .cm da una densidad de

probabilidad de momento positiva.
Sin embargo, la función de Wigner admite valores

negativos, por lo que es considerada una distribución
de cuasi–probabilidad. Esta caracterı́stica ha estimula-
do un estudio matemático para tratar con probabilida-
des negativas [28, 29] donde su interpretación fı́sica ha
sido analizada a través de los años y algunos autores
la conciben como una consecuencia de los efectos no
clásicos del espacio fase [30, 31]. Recientemente algu-
nos avances tratan a la función de Wigner en analogı́a
con la construcción de Koopman–von Neumann que ha
sido desarrollada en [32].

La función de Wigner contiene la información cuánti-
ca del sistema y, en principio, nos permite una des-
cripción más clara de las propiedades semiclásicas y el
análisis del lı́mite clásico. Sin embargo, su uso en el
estudio de los objetos extendidos no ha sido explorado
ampliamente y el objetivo es hacer uso de las venta-
jas que ofrece y completar la descripción cuántica da-
da por otros métodos. En particular, la 2-brana aparece
en contestos fı́sicos diferentes; por ejemplo, como bur-
bujas de vacı́o verdadero embebidas en un falso vacı́o
metaestable [15].

2.1. La burbuja de vacı́o verdadero

En el universo temprano ocurrieron transiciones de
fase donde burbujas esféricas de la nueva fase emergie-
ron espontáneamente, expandiéndose cercanas a la ve-
locidad de la luz. La energı́a producida cuando la fase
anterior se transformó en la nueva fase estaba localiza-
da en la vecindad de la pared de la burbuja. El fin de
la transición de fase es alcanzado cuando las burbujas
se fusionan y la energı́a de las paredes es termalizada,
produciendo que la nueva fase cubra el universo com-
pleto. La evolución de las burbujas y su fusión en un
universo en expansión ha sido tratado por algunos au-
tores [23, 24].

Más aun, dominios de pared esféricos pueden ser
continuamente producidos durante la inflación por tu-
nelamiento mecánico–cuántico [33]. De esta manera es-
tos defectos topológicos pudieron tener densidades no
despreciables después de la inflación. Por otro lado, la
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configuración de pared esférica nos permite reducir los
grados de libertad y eliminar muchos problemas pre-
sentes en el caso general. En este sistema el número de
grados de libertad es sólo uno, y corresponde al radio
R de la burbuja.

El modelo es simplificado tomando en cuenta los si-
guientes puntos:

1. Se considera un espacio–tiempo de Minkoswki
tal que el efecto gravitacional de la burbuja de
vacı́o verdadero es despreciable.

2. Como una primera aproximación se considera al
radio de la burbuja mucho más grande que su es-
pesor; de esta manera la pared se puede aproxi-
mar como una hoja infinitamente delgada.

3. Se supone que la acción de tunelamiento es gran-
de por lo que se puede emplear la aproximación
semiclásica de WKB.

Tomemos una superficie 2-dimensional Σ que evo-
luciona en un espacio–tiempo de fondo de Minkowski
4-dimensional con métrica ηµν , descrita en términos del
encaje xµ = Xµ(ξa) donde ξa son coordenadas locales
para el volumen de mundo, m, barrido por la superficie
Σ (a, b = 0, 1, 2). xµ denota a las coordenadas locales
coordinates para el espacio–tiempo (µ, ν = 0, 1, 2, 3) y
Xµ son las funciones de encaje para m.

La acción efectiva que caracteriza a la dinámica de
la burbuja está dada por

S = Sw + Sb

= −
∫
d3ξ σ

√
−g +

∫
dtd3X ε, (4)

donde σ denota la tensión de la burbuja, ε es la dife-
rencia de energı́a entre el falso y el verdadero vacı́o,
g denota el determinante de la métrica inducida por el
volumen de mundo gab = ηµνe

µ
ae
ν
b y eµa = ∂Xµ

∂ξa son
los vectores tangentes al volumen de mundo.

Las definiciones dadas anteriormente dan una des-
cripción especializada de una membrana esférica Σ. A
partir de este momento, consideraremos un espacio–
tiempo de fondo Minkowski descrito por ds2 = −dt2 +
dr2 + r2 dθ2 + r2 sin2 θ dφ2. La hoja de mundo de la
burbuja puede ser descrita por las funciones de encaje
Xµ = (t(τ), R(τ), θ, φ).

Usando los vectores tangentes, eµτ = ∂xµ/∂τ =(
ṫ, Ṙ, 0, 0

)
, eµθ = ∂xµ/∂θ = (0, 0, 1, 0) y eµφ =

∂xµ/∂φ = (0, 0, 0, 1) la métrica inducida sobre el vo-
lumen de mundo puede leerse del elemento de lı́nea
ds2 = gab dξ

adξb = −N2dτ2+R2 dθ2+R2 sin2 θ dφ2

donde N =
√
ṫ2 − Ṙ2 y los puntos denotan la derivada

con respecto al parámetro τ . Es importante mencionar
que N corresponde a la función de lapso en la aproxi-
mación hamiltoniana de ADM para membranas [34,35].
Empleando esta expresión para la métrica inducida y la
norma de Minkowski ṫ = 1, la lagrangiana puede es-
cribirse como

L = −4πσR2
(

1− Ṙ2
)1/2

+
4π

3
εR3. (5)

El momento conjugado asociado a la variable R está
dado por

pR =
∂L

∂Ṙ
= 4πσR2Ṙ

(
1− Ṙ2

)−1/2

, (6)

y ası́ el hamiltoniano asociado es

H = pRṘ− L =

[
p2R +

(
4πσR2

)2]1/2
−

4π

3
εR3 = 0, (7)

puesto que este hamiltoniano nulo describe un pro-
ceso de nucleación en donde la energı́a se conserva.
Debido al hecho de que el hamiltoniano (7) posee una
raı́z cuadrada es conveniente emplear como nuevo ha-
miltoniano H ′ una expresión que contiene momento
cuadrático como se hace usualmente [15].

Definiendo ahora las siguientes cantidades x := R
R0

,
p := R0pR, R0 := 3σ

ε y µ := 2πσR3
0, escogemos

H ′ = p2
R + 4µ2x4

(
1− x2

)
= 0. (8)

La ecuación de Schrödinger correspondiente a este sis-
tema es

− d2

dx2
ψ(x) +

4µ2

}2
x4
(
1− x2

)
ψ(x) = 0. (9)

donde ψ(x) denota a la función de onda.
El comportamiento del potencial cuántico se muestra

en la figura 1 donde puede observarse una barrera que
permite un proceso de tunelamiento.

Fig. 1. La barrera de potencial para la nucleación de burbujas para
} = 1 y para µ = 1 y µ = 0.7 (lı́nea punteada).

En las siguientes subsecciones se presenta la solución
analı́tica de esta ecuación y también tres formas distin-
tas de soluciones aproximadas de la función de onda ψ
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con el objetivo de explorar su comportamiento y obte-
ner una expresión analı́tica de la función de Wigner al
menos en algunas regiones.

Solución exacta y expansión asintótica

La ecuación (9) tiene de hecho una solución exacta;
sin embargo, es muy difı́cil de trabajar. A través del si-
guiente cambio de variable z := −λx2, donde λ2 :=
iµ
}2 , la ecuación de Schrödinger puede escribirse como

z
d2

dz2
ψ(z) +

1

2

d

dz
ψ(z) + z2(λ− z)ψ(z) = 0. (10)

De acuerdo con [36], la solución de la ecuación (10)
puede ser expresada en la siguiente manera

ψ(z) = exp

[
−1

2
z(z − λ)

]
ϕ(z). (11)

Sustituyendo esta expresión para ψ(z) en la ecuación
(10), obtenemos la ecuación biconfluente de Heun para
la función ϕ(z) dada por

z
d2

dz2
ϕ(z) +

(
1

2
+ λz − 2z2

)
d

dz
ϕ(z)+[(

λ2

4
− 3

2

)
z +

λ

4

]
ϕ(z) = 0. (12)

Las soluciones generales de la ecuación biconfluente de
Heun

z
d2

dz2
ϕ(z) + (1 + a− bz − 2z2)

d

dz
ϕ(z)+{

(g − a− 2)z − 1

2
[d+ (1 + a)b]

}
ϕ(z) = 0, (13)

son llamadas las funciones biconfluentes de Heun
H

(1)
B (a, b, c, d| z) y H(2)

B (a, b, c, d| z), las cuales son li-
nealmente independientes. Comparando las ecuaciones
(12) y (13), encontramos que la solución general es

ϕ(z) = C1H
(1)
B

(
−1

2
,−λ, λ

2

4
, 0

∣∣∣∣ z)+

C2H
(2)
B

(
−1

2
,−λ, λ

2

4
, 0

∣∣∣∣ z) . (14)

Estas funciones son generalizaciones de las funciones
hipergeométricas y tienen un comportamiento oscilato-
rio amortiguado [37]. Sin embargo, no poseen una for-
ma analı́tica cerrada y deben ser calculadas para cada
conjunto de parámetros. Para soslayar estas dificulta-
das es posible obtener la siguiente forma asintótica para
z � 1:

ψ(z) ≈ C1z
1
2

(
λ2

4
− 3

2

)
exp

[
−
1

2
z(z − λ)

]
+ C2z

− 1
2

(
λ2

4
+ 3

2

)
.

(15)

Este resultado puede ser escrito en términos de x, µ
and } como:

ψH(x) ≈ x−3/2e−
3π
16 i
(
C1e

1∆ + C2e
−i∆) , (16)

para valores grandes de su argumento y para ∆ :=
1
8 ln µx2

} .
Se comparará este resultado con la aproximación se-

miclásica WKB y con la función de onda obtenida por
la forma asintótica del potencial para valores grandes
de x con el fin de implementar diferentes condiciones
de frontera.

Cálculo semiclásico WKB

En la aproximación WKB la función de onda se ex-
presa mediante la ecuación

ψ±(x) = p(x)−1/2 exp

{
±i
∫ x

1

dξ p(ξ)∓ i
π

4

}
, (17)

donde p(x) = [−V (x)]1/2 andψ± representa a ondas
entrantes y salientes. En este caso V (x) = 4µ2x4

}2 (1 −
x2), por lo que la forma WKB de la función de onda
puede escribirse como

ψ±(x) =
1√

2µx2(x2 − 1)1/2
×

exp
(
±i µ

4}
x(x2 − 1)

1/2
(2x2 − 1)∓

i

2
ln (x+

√
x2 − 1)∓ iπ

4

)
, (18)

y la solución general se expresa como

ψWKB(x) = D1ψ+ +D2ψ−. (19)

Para valores grandes de x la forma asintótica de la fun-
ción de onda es:

ψWKB ≈ x−3/2
(
D1 exp

{
i
µ

}

(
2x4 − lnx1/4 −

π

4

)}
+

D2 exp

{
−i
µ

}

(
2x4 − lnx1/4 −

π

4

)})
(20)

Puede observarse que la función WKB presenta una
amplitud amortiguada.

Por otro lado, el comportamiento de la función de
onda bajo la barrera (x < 1) puede expresarse como:

ψ±(x) = |p(x)|−1/2 (21)

y usando el siguiente resultado∫ 1

x

dξ |p(ξ)| =
π

16
−

1

8

[
x
√

1− x2
(
2x2 − 1

)
+ arcsinx

]
(22)
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la función de onda está dada por

ψ±(x) =
1√
2µ

(
1− x2

)−1/4
exp

{
± π

16
∓

1

8

[
x
√

1− x2
(
2x2 − 1

)
± arcsinx

]}
. (23)

Notemos que cerca del origen ψ+ es mayor que ψ−.

Ecuación de Schrödinger asintótica

En el régimen x � 1, el término x4 en el potencial
puede ser despreciado y la ecuación (9) se reduce a:

d2

dx2
ψ(x) + 4

µ2

}2
x6ψ(x) = 0. (24)

Se propone la siguiente forma paraϕ(x) := x−1/2ψ(x),
donde ϕ es una función auxiliar la cual satisface la ecua-
ción

x2 d
2

dx2
ϕ(x) + x

d

dx
ϕ(x) +

(
4
µ2

}2
x8

)
ϕ(x) = 0. (25)

Usando el siguiente cambio de variable z := µ
2}x

4 ob-
tenemos la ecuación de Bessel

z2 d
2

dz2
ϕ(z)+z

d

dz
ϕ(z)+

(
z2 − 1

64

)
ϕ(z) = 0. (26)

De esta manera la solución de la ecuación (24) puede
escribirse en la forma

ψ(x) = x1/2
(
F1J 1

8

(
µ

2}
x4
)
+ F2J− 1

8

(
µ

2}
x4
))

. (27)

La expresión asintótica de las funciones de Bessel
para valores grandes de x están dados por [38]:

J±ν(x) ≈
√

2

πν

[
cos
(
x∓ π

2
ν − π

4

)
−

sin
(
x∓ π

2
ν − π

4

)]
, (28)

por lo tanto, la solución puede ser reescrita como

ψ(x) = x1/2

(
F1J 1

8

(
α2

2
x4

)
+ F2J− 1

8

(
α2

2
x4

))
≈ x−3/2

{
F1

[
cos

(
µ

2}
x4 −

5π

16

)
− sin

(
µ

2}
x4 −

5π

16

)]
+

F2

[
cos

(
µ

2}
x4 −

3π

16

)
− sin

(
µ

2}
x4 −

3π

16

)]}
. (29)

Comparando las ecuaciones (16), (20) y (29), se pue-
de observar que en el argumento de las funciones trigo-
nométricas se tiene el mismo coeficiente en el término
x4 de las funciones de onda. Sin embargo, la última

ecuación no depende de lnx1/4.

Estas aproximaciones serán empleadas en la siguien-
te subsección para calcular la función de onda para la
condición de frontera de Hartle-Hawking.

Condiciones de frontera

Las ecuaciones de onda obtenidas en las subseccio-
nes previas necesitan satisfacer condiciones de frontera
especı́ficas estipuladas por una configuración fı́sica par-
ticular. En esta parte, motivado por el problema de la
condición de frontera presente en la cosmologı́a cuánti-
ca [15], se estudiarán tres de las condiciones de frontera
más empleadas: las propuestas por Hartle-Hawking, Vi-
lenkin y Linde. El objetivo de este análisis es comentar
las diferentes propiedades cuánticas de estas condicio-
nes y su relación con su comportamiento clásico.

Las tres condiciones de frontera en cosmologı́a
cuántica son:

Hartle-Hawking

ψHH(x) =

{
ψ−(x) x < 1

ψ+(x) x > 1
, (30)

Vilenkin

ψV(x) =

{
ψ+(x)− i

2ψ−(x) x < 1

ψ−(x) x > 1
, (31)

Linde

ψL(x) =

{
ψ+(x) x < 1

ψ+(x)− ψ−(x) x > 1
, (32)

Existe un debate abierto acerca de cual es la con-
dición de frontera correcta en la cosmologı́a cuántica
4-dimensional [16], por lo que es interesante explorar
estas condiciones de frontera para la nucleación de la
burbuja desde la perspectiva del espacio fase. Con el
objetivo de ilustrar las diferencias y con la esperanza
de arrojar alguna luz a las propiedades adecuadas de
estas condiciones se construyen las funciones de Wig-
ner correspondientes

El primer paso en la construcción de la función de
Wigner es obtener la función de onda. Debido a que el
momento canónico es positivo (véase la ecuación (6)),
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las funciones ψ+ y ψ− son funciones de onda salientes
y entrantes, respectivamente, las cuales son precisa-
mente la situación opuesta que ocurre en cosmologı́a
cuántica [15].

Fuera de la barrera, la función de onda de tunelamien-
to de Vilenkin es una función de onda saliente ψV = ψ+,
mientras que las funciones de onda de Hartle-Hawking
y de Linde corresponden a combinaciones de funcio-
nes de onda salientes y entrantes en la siguiente forma:
ψHH = ψ+ + ψ− and ψL = ψ+ − ψ−.

Para la solución WKB es posible identificar, pa-
ra x � 1, las siguientes funciones de onda: Hartle-
Hawking:

ψHH(x) ≈ 1√
2µ
x−3/2 cosS, (33)

Linde:

ψL(x) ≈ i 1√
2µ
x−3/2 sinS, (34)

Vilenkin:

ψV(x) ≈ 1√
2µ
x−3/2eiS , (35)

where S := µ
}
(
2x4 − lnx1/4

)
− π

4 [15].
En la figura 2 se muestra las soluciones de la ecua-

ción de Schrödinger para la condición de frontera de
Hartle-Hawking usando el método de Runge-Kutta a
cuarto orden, a través de la aproximación WKB, la
expansión asintótica de las funciones biconfluentes de
Heun y la forma asintótica de las funciones de Bessel.
Para valores muy grandes de x las cuatro soluciones
son similares. Para las propuestas de Linde y Vilenkin
las soluciones son similares y por esta razón no se pre-
sentan en el artı́culo.

Fig. 2. Las soluciones de las funciones de onda por el proceso
numérico ψN(x), mediante la aproximación WKB ψWKB(x) y me-
diante las expansiones asintóticas de las funciones de Heun ψH(x)

y de las funciones de Bessel ψB(x). For µ = } = 1 con las condi-
ciones de frontera de Hartle-Hawking.

El siguiente paso es sustituir la expresión de la fun-
ción de onda en la ecuación (3). El principal objeti-
vo fue encontrar una expresión analı́tica para la fun-
ción de Wigner usando las funciones de Heun (14); sin
embargo, esto no fue posible. Con el propósito de en-
contrar expresiones analı́ticas de la función de Wigner,
al menos en algunas regiones, usamos distintas formas
asintóticas de la función de onda en (3) (de hecho, esta
fue la razón de calcular la función de onda usando tres
aproximaciones distintas). De todas maneras ninguna
de ellas nos permite obtener estas funciones debido a
las integrales involucradas. Finalmente, se implementó
un cómputo numérico usando un código en Fortran para
obtener la función de Wigner directamente empleando
la función de onda de la ecuación, donde ψ(x) = 0 for
x < 0. Los resultados de las funciones de Wigner para
cada condición de frontera se presentan en las figuras
3, 5 y 7, mientras que sus correspondientes mapeos de
densidad se presentan en las figuras 4, 6 y 8.
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Fig. 3. La función de Wigner para Hartle-Hawking (para µ = } =

1). La figura muestra muchas oscilaciones debidas a la interferencia
entre las funciones de onda que expanden o contraen a las burbujas.

Fig. 4. Proyección de densidad de la función de Wigner para Hartle-
Hawking Wigner. Se observa que la trayectoria clásica coincide
para para valores pequeños de p pero difiere de los picos más altos
cuando p es grande.

A continuación describiremos los resultados numéri-
cos de la función de Wigner en todos los casos.

Para la función de Wigner de Hartle-Hawking nota-
mos una forma simétrica oscilatoria alrededor del cero
del momento (véase la figura 3), donde su pico más alto
corresponde a la trayectoria clásica dada por

p2 = 4µ2x4(x2 − 1), (36)

la cual está representada por una curva oscura en los
gráficos de densidad (véanse las figuras 4, 6 y 8. Se
puede observar que los picos de la función de Wig-
ner decrecen con la distancia a la trayectoria clásica.

Además la función de Wigner tiene valores negativos
los cuales son interpretados por algunos autores [31]
como efectos no clásicos (la misma caracterı́stica se
presenta en los otros casos).

La función de Wigner de Linde (véase la figura 5)
tiene un comportamiento similar que el caso anterior,
pero la trayectoria clásica no se halla sobre el pico más
alto, tal y como se muestra en la figura 6. Se apre-
cian más fluctuaciones de la función de Wigner a la
izquierda de la región acotada por la trayectoria clási-
ca, mientras que fuera de esta región los picos de las
oscilaciones reducen drásticamente sus amplitudes.

Más aun, para los casos de Hartle-Hawking y Linde,
las funciones de onda de Wigner tienen términos de in-
terferencia que corresponden a burbujas que se expan-
den y contraen. La diferencia entre ellas es un signo
opuesto en el término de interferencia de las funciones
de onda (30) y (32).

Fig. 5. Función de Wigner para la función de onda de Linde (para
µ = } = 1). La figura muestra una reducción en la amplitud de
las oscilaciones en la región izquierda limitada por la trayectoria
clásica comparada con el caso de Hartle-Hawking.

La función de Wigner de Vilenkin Wigner (véase la
figura 7) se construye con la función de onda corres-
pondiente a una burbuja que se expande. En este caso
los términos de interferencia están ausentes y esta ima-
gen corresponde al tı́pico proceso de tunelamiento. Por
esta razón los picos de la función de Wigner se hallan
cerca de la trayectoria clásica asociada con valores po-
sitivos para el momento. Debe notarse que la función de
Wigner para la condición de Hartle-Hawking tiene una
amplitud más pequeña en comparación con las condi-
ciones de frontera de Linde y Vilenkin.

Desde el punto de vista de la cosmologı́a cuántica (si
la burbuja representa un universo 2-dimensional), es-
te resultado sugiere que el lı́mite clásico del universo
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cuántico es difı́cil del obtener puesto que existen oscila-
ciones de la función de Wigner para los tres casos con-
siderados. Como se ha hecho notar anteriormente, el pi-
co más alto de la función de Wigner de Hartle-Hawking
se halla sobre la trayectoria clásica; sin embargo, puede
ser más fácil alcanzar la decoherencia de la función de
Wigner de Vilenkin puesto que tiene menos oscilacio-
nes comparada con los otros casos (debido a los térmi-
nos de interferencia que no están presentes pues existe
sólo un universo expandiéndose alrededor de p = 0).

Fig. 6. La proyección de densidad de la función de Wigner de Lin-
de. En este caso, la trayectoria clásica no coincide con el pico más
alto de su función de Wigner correspondiente.

Fig. 7. La función de Wigner de Vilenkin (para µ = } = 1). Puede
observarse un máximo claro y pocas oscilaciones comparadas con
la función de Wigner de Hartle-Hawking.

Fig. 8. La proyección de densidad de la función de Wigner de
Vilenkin. La trayectoria clásica coincide en algunas partes con los
máximos de la función de Wigner y tiene sólo una rama.

3. Conclusiones

La descripción del espacio fase cuántico de un siste-
ma fı́sico es un escenario general en donde las coorde-
nadas y los momentos se encuentran presentes de ma-
nera simultánea y donde las propiedades fı́sicas pueden
apreciarse en una forma más completa con respecto a
una representación particular. El objetivo principal en
esta aproximación es la función de Wigner la cual con-
tiene toda la información cuántica en el espacio fase.
Esta distribución cuasi–probabilı́stica es útil en la des-
cripción de propiedades semiclásicas y para obtener el
lı́mite clásico.

En este trabajo se empleó la descripción del espacio
fase cuántico para analizar el comportamiento fı́sico de
una 2-brana. Con la finalidad de simplificar este mode-
lo, se redujo el número de grados de libertad conside-
rando sólo una configuración esféricamente simétrica.
Se enfocó en el entorno cosmológico y se analizó la
dinámica cuántica de una burbuja de verdadero vacı́o
descrita por la tensión de la burbuja.

Con inspiración en la cosmologı́a cuántica se emplea-
ron diferentes condiciones de frontera para la función de
onda de la burbuja: las propuestas de Hartle-Hawking,
Linde y Vilenkin, y mediante métodos numéricos se
obtuvieron sus funciones de Wigner correspondientes.
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El comportamiento de la función de Wigner para
la condición de Hartle-Hawking posee una forma os-
cilatoria simétrica alrededor del cero de momento y
presenta muchas oscilaciones debidas a términos de in-
terferencia entre las funciones de onda de burbujas en
expansión y contracción y el pico más alto corresponde
a su trayectoria clásica.

La función de Wigner de Linde Wigner muestra una
estructura similar al caso de Hartle-Hawking, donde
también existen términos de la función de onda tanto
de expansión como de contracción. Sin embargo, es-
ta función tiene más oscilaciones a la izquierda de la
región acotada por la trayectoria clásica y menos osci-
laciones fuera de esta región con respecto del caso de
Hartle-Hawking, debido a una diferencia de signo en el
término de interferencia. Más aun, la trayectoria clásica
no se halla en el pico más alto de la función de Wigner.

Para la condición de frontera de tunelamiento de
Vilenkin, su función de Wigner muestra menos oscila-
ciones puesto que existe sólo una componente de ex-
pansión de la función de onda. Este hecho puede ser
explicado puesto que no existen términos de interfe-
rencia. Además, la trayectoria clásica se halla cerca del
valor máximo de la función de Wigner. Hay que hacer
notar que la decoherencia de la función de Wigner de
Vilenkin parece ser más fácil puesto que los términos
de interferencia se encuentran ausentes.

Los últimos resultados sugieren que si representamos
al universo como una burbuja 2-dimensional entonces
obtener el lı́mite clásico es complicado, esto como con-
secuencias de la existencia de oscilaciones en la función
de Wigner. Sin embargo, el lı́mite clásico de la función
de Wigner para Vilenkin puede ser más fácil de obtener
tomando en cuenta que sólo hay un universo en expan-
sión.

El análisis del espacio fase cuántico desarrollado en
este trabajo motiva el estudio de otras configuracio-
nes de membranas relativistas. Por ejemplo, puede ser
utilizado para analizar las propiedades del modelo del
electrón de Dirac y sus posibles generalizaciones. Por
otra parte, el formalismo de cuantización por deforma-
ción es uno de los métodos más generales para cuanti-
zar sistemas arbitrarios [26, 44, 45] y puede llevarnos a
obtener expresiones analı́ticas para la función de Wig-
ner en otros objetos extendidos relativistas. Se confı́a
que la aproximación anterior puede conducirnos a nue-
vos resultados y en principio poder analizar el lı́mite
clásico de una manera más sistemática. Estos proble-

mas forman parte de la investigación actual.
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