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Dimensión fractal en retinas humanas
Fractal dimension in human retinas

E. Santiago-Cortés a,b ? J. L. Martı́nez Ledezma c

aCorporación Universitaria Autónoma del Cauca, Popayán, Colombia
bEscuela Nacional de Ciencias Biológicas
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Resumen

Se presenta el análisis de la dimensión fractal del sistema vascular de la retina humana como un posible
método no invasivo para identificar retinas sanas a partir de imágenes obtenidas de pacientes y almacenadas
en la base de datos de libre acceso STARE. Las imágenes empleadas en este estudio fueron usadas en
otros estudios previos, pero utilizando diferentes técnicas de segmentación. Nuestros resultados muestran
que no es posible identificar un patrón que caracterice a las imágenes como ausentes de alguna patologı́a.
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Abstract

We present the analysis of the fractal dimension of the vascular system of the human retina as a possible
noninvasive method to identify healthy retinas from images collected from patients and stored in the
database free access STARE. The image used in this study were already employed in previous studies but
using different segmentation techniques. Our results show that it is not possible to identify a pattern that
characterizes the images as absent from some pathology.
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1. Introducción

La extensión de conceptos de la geometrı́a fractal en
el área de las ciencias de la vida es un gran avance
en la comprensión de las propiedades funcionales de la
complejidad en elementos morfológicos y estructurales
que caracterizan a las células de los tejidos durante
la ontogénesis o en procesos de desarrollo normales o
con alguna alteración. Por lo anterior, se ha afirmado
que la geometrı́a fractal podrı́a proporcionar una
descripción coherente de los patrones de desarrollo en

los organismos vivos. En este sentido varios autores
han señalado que los fractales cumplen una serie de
criterios teóricos y metodológicos que implican un
alto nivel de organización funcional y auto-similitud
morfológica a diferentes escalas 2 , invariante de escala
y una dimensión fractal no entera.

Un sistema biológico que presenta caracterı́sticas
como las anteriormente descritas es la retina humana, la
cual capta imágenes que se propagan al cerebro a través
de receptores (conos y bastones) y células neuronales.
Debido a la alta demanda de oxı́geno por la elevada
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2 Esta idea de la auto semejanza no es a fin para todos los sistemas biológicos.
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actividad celular, la retina es altamente vascularizada,
con una compleja distribución de vasos sanguı́neos
[1–3], por lo tanto, una descripción geométrica de la
vascularización es de gran interés, ya que ha sido
considerada como una herramienta en el diagnóstico de
algunas enfermedades donde se ven afectados los vasos
sanguı́neos de la retina [4–6].

La retina es la única parte del cuerpo humano
en la cual los vasos sanguı́neos son visibles. Esta
caracterı́stica la convierte en un sitio óptimo para la
detección directa de algunos cambios en su distribución
vascular. Las enfermedades y disfunciones sistemáticas
pueden alterar la estructura de la red vascular de la retina
del paciente, es por ello que el análisis fractal podrı́a ser
una herramienta para cuantificar y detectar patologı́as
en los pacientes [7, 8].

En este artı́culo se presenta un estudio de la
dimensión fractal de imágenes de la retina en pacientes
sanos. Las imágenes fueron obtenidas de la base de
datos de imágenes de retinas STARE, la cual es de libre
acceso. Al comparar los resultados obtenidos en este
trabajo con estudios previos reportado en la literatura y
que han empleado las mismas imágenes, no es posible
identificar un patrón de comportamiento caracterı́stico
en cada estudio, que permita correlacionarlos entre si.

2. Fractalidad

En 1975 Benoit Mandelbrot [9] denominó fractal (del
latı́n fractus - irregular), al conjunto de formas que
poseen detalles a toda escala, un n − 1 hipervolumen
infinito si los objetos están inmersos en un espacio
n−dimensional y ademas cuenta con la caracterı́stica de
no ser matemáticamente diferenciables en ningún punto
y poseer dimensión fraccional. La dimensión fraccional
o fractal es el parámetro utilizado para comparar
entidades aparentemente distintas [10], obteniendo
una caracterización matemática objetiva. Un objeto
cuenta con una dimensión fractal cuando lo podemos
considerar inmerso en un espacio en el cual su
segmentación la podemos caracterizar con números
fraccionales o decimales [9].

3. Dimensión Fractal por Conteo de Cajas

Esta es una de las diferentes versiones del cálculo
de la dimensión fractal propuesta por Mandelbrot
y es llamada ”dimensión de conteo de cajas”
o ”Box-Counting”. Otros nombres utilizados para

denominar esta dimensión son: entropı́a de Kolmogorov
[11] o dimensión de capacidad. Esta técnica, fue
propuesta por Russel y colaboradores en 1980 [12]
y es considerada como el método más utilizado para
determinar la dimensión fractal de un sistema. Consiste
en construir un sistema cartesiano de coordenadas
que contenga al conjunto de puntos del objeto sobre
el cual se desea determinar su dimensión fractal.
A continuación se procede a contar el número de
cuadrados N(r) (cubos o hipercubos, dependiendo de
la dimensionalidad del objeto que se este analizando) de
tamaño r = 1

2n que interceptan al conjunto de puntos
del objeto, tal como se aprecia en la figura 1

Figura 1. Cubierta de una curva, una superficie y un cubo sólido,
con cuadrados de lado r = 1

2n

Este proceso se repite, reduciendo el tamaño del
enmallado. La dimensión fractal del sistema se obtiene
de la relación:

DB = ĺım
r→0

log (N (r))

log (1/r)
(1)

.

4. Materiales y Software

4.1. Imágenes de Retinas

Se examinaron un total de 10 imágenes del sistema
vascular de la retina del ojo humano obtenidas de la base
de datos de imágenes STARE (STructured Analysis of
the Retina) 3 , que corresponden a pacientes sanos. Las
imágenes fueron tomadas con una cámara especializada
para la captura de fotos de retinas marca TopCon
TRV-50 a 35◦ FOV y digitalizadas a una resolución
de 700 X 605 pixels. En STARE se pueden encontrar
las mismas imágenes pero separadas en tres grupos
según la técnica de segmentación. Dos grupos han
sido segmentados por observadores de forma manual.
Un tercer grupo ha sido segmentado empleando el

3 Esta base de datos esta disponible en http://www.ces.clemson.edu/˜ahoover/stare
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algoritmo propuesto por A. Hoover y colaboradores
[13], estas últimas son las imágenes empleadas en este
trabajo pero sin segmentar. En las siguientes figuras, se
presentan las tres etapas del proceso de identificación
y segmentación de la estructura del sistema vascular
de la retina. Inicialmente aparecen en color natural,
posteriormente se binarizán y finalmente se muestran
las imágenes ya segmentadas después de aplicar el
algoritmo de A. Hoover [13].

Figura 2. Imagen im0077 para un paciente sin patologı́as. a) Imagen
original; b) imagen en binario; c) imagen segmentada.

Figura 3. Imagen im0081 para un paciente sin patologı́as. a) Imagen
original; b) imagen en binario; c) imagen segmentada.

Figura 4. Imagen im0082 para un paciente sin patologı́as. a) Imagen
original; b) imagen en binario; c) imagen segmentada.

Figura 5. Imagen im0162 para un paciente sin patologı́as. a) Imagen
original; b) imagen en binario; c) imagen segmentada.

Figura 6. Imagen im0163 para un paciente sin patologı́as. a) Imagen
original; b) imagen en binario; c) imagen segmentada.

Figura 7. Imagen im0235 para un paciente sin patologı́as. a) Imagen
original; b) imagen en binario; c) imagen segmentada.

Figura 8. Imagen im0236 para un paciente sin patologı́as. a) Imagen
original; b) imagen en binario; c) imagen segmentada.

Figura 9. Imagen im0239 para un paciente sin patologı́as. a) Imagen
original; b) imagen en binario; c) imagen segmentada.

Figura 10. Imagen im0240 para un paciente sin patologı́as. a) Imagen
original; b) imagen en binario; c) imagen segmentada.

Figura 11. Imagen im0255 para un paciente sin patologı́as. a) Imagen
original; b) imagen en binario; c) imagen segmentada.
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4.2. ImageJ

ImageJ es un software de procesamiento de
imágenes de dominio público (open source), escrito
en lenguaje Java y multi-plataforma. Ofrece un
conjunto de herramientas prefabricadas que permiten la
manipulación interactiva de las imágenes. Fue diseñado
y desarrollado por Wayne Rasband [14] en el Instituto
Nacional de Salud de EE.UU (NIH por sus siglas en
ingles), con una arquitectura abierta que ofrece la opción
de extender su capacidades a través del uso de Plugins.

4.3. Fraclac

El pluging Fraclcv cuantifica la dimensión fractal
por conteo de cajas. Es una aplicación desarrollada
en Java por Audrey Karperien [15] para ImageJ. Este
plugin permite cuantificar de forma eficiente y rápida
la dimensión fractal. La selección de este paquete para
cuantificar la dimesión fractal se basa en el artı́culo de
Hadzieva y colaboradores [16], en el cual después de un
análisis comparativo, se recomienda su uso como una
herramienta para estudios de dimensión fractal.

5. Resultados

El cálculo de dimensión fractal sobre las imágenes de
las retinas se realiza con el pluging Fraclac de ImageJ.

Figura 12. Enmallado en 8 de los 100 tamaños realizado por Fraclac
para calcular la dimensión fractal del sistema vascular de una retina.

Fraclac crea un enmallado sobre la imagen
segmentada de la retina, con un cierto valor del
ancho de caja. Este proceso se repite de forma
recursiva 100 veces, reduciendo en cada paso el tamaño
del enmallado, ası́ como el ancho de caja, hasta
únicamente cubrir el sistema vascular de la retina. Este
procedimiento se realiza 12 veces, rotando el enmallado
sobre la imagen de la retina cada 30 o. En la figura 12
se presenta el enmallado para una única posición en una
de las imágenes de la retina empleadas en este trabajo.

En la tabla de datos 1 se presentan los valores
obtenidos de dimensión fractal para cada una de las
imágenes de las retinas de pacientes sanos. Fraclac
realizó este cálculo empleando el método de mı́nimos
cuadrados. Los resultados fueron redondeados a 2
decimales, considerando que el error obtenido por el
ajuste con mı́nimos cuadrados está en este rango [17]
y el error asociado a cada medida de dimensión fractal
es determinando estadı́sticamente [17] y el error de
la media aritmética de la dimensión fractal está dado
por 4D̄B =

Max(D̄Bi)−Min(D̄Bi)
2 , donde DBi es la

i-ésima dimensión fractal del conjunto total de datos.

#
im0077 im0081 im0082 im0162 im0163

DB r2 σ DB r2 σ DB r2 σ DB r2 σ DB r2 σ

1 1.61 ± 0.06 0.996 0.079 1.60± 0.05 0.997 0.065 1.58±0.07 0.995 0.094 1.62± 0.06 0.996 0.083 1.62± 0.06 0.997 0.079

2 1.61± 0.07 0.995 0.097 1.60± 0.05 0.997 0.075 1.57± 0.06 0.996 0.082 1.61± 0.06 0.997 0.080 1.62± 0.06 0.997 0.080

3 1.61± 0.06 0.996 0.084 1.59± 0.05 0.997 0.068 1.58± 0.06 0.996 0.087 1.61± 0.06 0.997 0.078 1.62± 0.06 0.997 0.078

4 1.61± 0.06 0.996 0.086 1.60± 0.05 0.997 0.072 1.56± 0.06 0.996 0.079 1.62± 0.06 0.996 0.081 1.61± 0.06 0.997 0.080

5 1.56± 0.06 0.996 0.080 1.54± 0.05 0.997 0.068 1.52± 0.06 0.996 0.083 1.56± 0.06 0.995 0.091 1.57± 0.05 0.997 0.078

6 1.54± 0.05 0.997 0.070 1.53± 0.05 0.997 0.073 1.51± 0.05 0.997 0.071 1.56± 0.06 0.996 0.086 1.56± 0.05 0.997 0.077

7 1.54± 0.05 0.997 0.074 1.53± 0.05 0.997 0.071 1.52± 0.05 0.997 0.074 1.56± 0.06 0.996 0.081 1.55± 0.05 0.997 0.076

8 1.54± 0.05 0.996 0.075 1.53± 0.05 0.997 0.071 1.52± 0.06 0.996 0.085 1.56± 0.06 0.995 0.089 1.56± 0.05 0.997 0.071

9 1.55± 0.06 0.996 0.079 1.53± 0.05 0.996 0.074 1.51± 0.05 0.996 0.078 1.57± 0.06 0.996 0.081 1.55± 0.05 0.997 0.075

10 1.56± 0.06 0.995 0.088 1.54± 0.06 0.996 0.079 1.52± 0.06 0.996 0.084 1.57± 0.06 0.996 0.082 1.57± 0.06 0.997 0.087

11 1.56± 0.06 0.996 0.082 1.54± 0.05 0.997 0.068 1.53± 0.06 0.996 0.082 1.56± 0.06 0.995 0.089 1.57± 0.05 0.997 0.076

12 1.55± 0.06 0.996 0.078 1.54± 0.05 0.996 0.075 1.52± 0.06 0.996 0.083 1.56± 0.06 0.995 0.084 1.57± 0.05 0.997 0.078

DB 1.57 ± 0.03 1.56± 0.04 1.58± 0.04 1.56± 0.03 1.56± 0.03

#
im0235 im0236 im0239 im0240 im0255

DB r2 σ DB r2 σ DB r2 σ DB r2 σ DB r2 σ

1 1.59± 0.07 0.995 0.098 1.61±0.05 0.997 0.074 1.59± 0.04 0.998 0.057 1.63± 0.05 0.997 0.070 1.62± 0.04 0.998 0.062

2 1.59± 0.06 0.995 0.091 1.61±0.05 0.996 0.081 1.56± 0.04 0.998 0.054 1.62± 0.05 0.998 0.064 1.58± 0.04 0.999 0.051

3 1.59± 0.06 0.995 0.092 1.60± 0.05 0.997 0.079 1.58± 0.04 0.998 0.054 1.65± 0.05 0.997 0.072 1.60± 0.05 0.997 0.068

4 1.58± 0.07 0.995 0.093 1.61± 0.05 0.997 0.074 1.58± 0.04 0.998 0.060 1.61± 0.04 0.998 0.057 1.59± 0.04 0.999 0.052

5 1.54± 0.06 0.996 0.086 1.56± 0.05 0.997 0.075 1.53± 0.04 0.998 0.059 1.57± 0.05 0.997 0.071 1.56± 0.05 0.998 0.064

6 1.52± 0.06 0.996 0.078 1.55± 0.05 0.997 0.072 1.53± 0.04 0.998 0.062 1.58± 0.06 0.997 0.079 1.54± 0.04 0.998 0.061

7 1.52± 0.05 0.996 0.077 1.55± 0.05 0.997 0.073 1.53± 0.04 0.998 0.058 1.56± 0.05 0.997 0.070 1.54± 0.04 0.997 0.068

8 1.53± 0.05 0.996 0.078 1.55± 0.05 0.997 0.070 1.53± 0.05 0.998 0.065 1.57± 0.04 0.997 0.063 1.55± 0.04 0.998 0.064

9 1.51± 0.05 0.996 0.077 1.55± 0.05 0.997 0.068 1.53± 0.05 0.997 0.068 1.56± 0.05 0.997 0.067 1.55± 0.05 0.998 0.064

10 1.54± 0.06 0.995 0.092 1.56± 0.05 0.997 0.080 1.53± 0.04 0.998 0.056 1.59± 0.05 0.997 0.073 1.54± 0.04 0.998 0.056

11 1.53± 0.06 0.996 0.079 1.56± 0.05 0.997 0.078 1.52± 0.04 0.998 0.063 1.57± 0.05 0.997 0.071 1.55± 0.05 0.997 0.066

12 1.54± 0.06 0.996 0.084 1.55± 0.05 0.997 0.071 1.52± 0.04 0.998 0.054 1.55±0.04 0.998 0.062 1.55± 0.04 0.998 0.061

DB 1.56± 0.04 1.56± 0.03 1.56± 0.04 1.56± 0.05 1.56± 0.04

Tabla 1: Dimensión fractal del sistema vascular de cada una de las
10 imágenes de retina de pacientes sanos.

6. Discusión

La dimensión fractal no caracteriza únicamente la
forma del objeto fractal, es una medida de cómo el
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objeto fractal llena el espacio. Sin embargo, existe
una correspondencia entre la complejidad observada
(también llamada rugosidad) y su dimensión fractal
[11]. La aplicación de los fractales y los procesos de
crecimiento fractal para la ramificación de los vasos
sanguı́neos en el sistema vascular de la retina humana
fue presentada por Masters y colaboradores [18,19], en
donde propusieron que la dimensión fractal del sistema
vascular de la retina es de 1.72 en pacientes sanos.
Estos primeros estudios estuvieron limitados por la falta
de estandarización en la adquisición de las imágenes
de fondo de ojo. Se emplearon únicamente imágenes
de seis pacientes, de los cuales cuatro eran sanos y
los dos restantes presentaban algún tipo de patologı́a.
Las técnicas empleadas para determinar la dimensión
fractal fue radio de masa y la función de correlación
entre dos puntos [11,18]. Todos los estudios posteriores
al trabajo de Masters y colaboradores [18, 19] toman
este valor como referencia para retinas de un paciente
sano, pero no consideran que fue determinado bajo el
método de análisis de radio de masa y que al comparar
con la dimensión fractal de retinas sanas obtenidas por
el método de conteo de cajas no necesariamente los
resultados deben coincidir.

La estimación de la dimensión fractal requiere de una
estandarización en el proceso de medida, en el cual se
definan los métodos con los cuales se cuantifica esta
cantidad (conteo de caja, radio de masa, función de
correlación, etc.). Algunos trabajos han propuesto que
el valor de la dimensión fractal (como un estimador
cuantitativo de la complejidad espacial) es un indicador
indirecto de la densidad de los vasos sanguı́neos en
una región predefinida de interés [20–22], sin embargo
no existe una evidencia cuantificada que apoye esta
hipótesis.
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Figura 13. Dimensión fractal en función de la posición del enmallado
para el sistema vascular de cada una de las 10 retinas de pacientes
sanos.

En este trabajo se han realizado medidas en 12

posiciones diferentes del enmallado, el cual fue rotado
30o sobre cada una de las imágenes de la retina. Con
el fin de observar como la posición del enmallado
afecta la medida de la dimensión fractal de la estructura
vascular de la retina, se graficó para cada imagen el valor
de la dimensión fractal obtenida en cada posición del
enmallado. En la figura 13 se presentan los datos de los
pacientes sanos. Como se aprecia, el comportamiento
de la dimensión fractal presenta una alta similitud, con
fluctuaciones homogéneas similares para cada posición
del enmallado.El valor promedio de la dimensión fractal
para pacientes sin patologı́as es decir, sanos, es de 1,56±
0,01 . El error asociado a este promedio es de ±0,01,
confirmando que las fluctuaciones en las dimensiones
fractales es bajo.

En este punto cabe hacerse la siguiente pregunta
¿Es posible comparar los resultados de este trabajo
con los reportados en la literatura?. En la literatura es
posible encontrar distintos estudios en los cuales se
ha determinado la dimensión fractal para las mismas
imǵenes de las retinas obtenidas de la base de datos
STARE, pero con procesos de segmentación diferentes
al aplicado en este trabajo. En todos estos trabajos el
método empleado para determinar la dimensión fractal
es el de conteo de cajas. En la tabla 2 se presentan los
resultados de los estudios existentes con estas imágenes
para pacientes sanos.

Santiago-Cortés - 2016 Kaoutar - 2014 [23] Talu - 2012 [24] Sto?ic-AH - 2006 [25] Sto?ic-VK - 2006 [25]

Im0077 1.57± 0.03 1.578 1.6212 1.578 1.659

Im0081 1.56± 0.03 1.554 1.5917 1.554 1.668

Im0082 1.58± 0.04 1.578 1.6174 1.578 1.666

Im0162 1.56± 0.03 1.651 1.6396 1.651 1.714

Im0163 1.56± 0.03 1.641 1.6015 1.641 1.685

Im0235 1.56± 0.03 1.598 1.6171 1.598 1.683

Im0236 1.56± 0.03 1.585 – 1.585 1.658

Im0239 1.56± 0.03 1.588 – 1.588 1.656

Im0240 1.56± 0.03 1.594 – 1.594 1.675

Im0255 1.56± 0.04 1.634 – 1.634 1.696

DB 1.56 ± 0.01 1.600 ± 0.049 1.6147 ± 0.0151 1.600 ± 0.049 1.676 ± 0.029

Tabla 2: Dimensión fractal para pacientes sanos de la base de datos
STARE y reportados en la literatura.

En la figura 14 se presenta el comportamiento
de la dimensión fractal para pacientes sanos, para
diferentes metodologı́as de segmentación, con las
mismas imágenes de retinas.

Factores como la segmentación presentan una gran
influencia en la medida de la dimensión fractal para
una misma imagen, lo cual queda en evidencia en
estos resultados. Los datos presentados por Kaoutar en
2014 [23] son exactamente iguales a los presentados
por Stošic en 2006 [25], lo cual nos lleva a presumir un
un plagio.
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Figura 14. Gráficos de cajas de la dimensión fractal de retinas de
pacientes sanos para diferentes metodologı́as de segmentación.

Para que un método de diagnóstico sea eficiente
desde el punto de vista clı́nico, es necesario que
este proporcione elementos que permitan realizar un
proceso de discriminación temprana de la condición
normal (incluyendo la variabilidad biológica) de la
condición ya con una patologı́a, ademas de mostrar
alta sensibilidad y especificidad apropiada. El análisis
fractal ofrece la utilidad y capacidad para caracterizar
las formas de la estructura del sistema vascular de
la retina. En estudios previos se ha demostrado que
la dimensión fractal tiene la suficiente sensibilidad y
especificidad para ser una prueba de diagnóstico que
permita discriminar lo patológico de lo normal. A la luz
de los resultados presentados en este trabajo, se puede
afirmar que el análisis fractal como una metodologı́a
para el estudio del sistema vascular, todavı́a adolece
del problema fundamental de no basarse en leyes
fı́sicas fundamentales que se puedan expresar en forma
matemática y las mediciones de la dimensión fractal
depende directamente de la calidad de imágenes, del
método de segmentación aplicado a las imágenes y del
método aplicado para determinar la dimensión fractal,
por lo cual es necesario llevar a cabo un proceso
de estandarización de la técnica bajos parámetros
internacionales, pero esto a la fecha no se ha realizado.

7. Conclusiones

En este trabajo, se presentó un estudio de la
dimensión fractal de un conjunto de 10 retinas
de pacientes sanos obtenidas de la Base de Datos
STARE, ya segmentadas con el algoritmo propuesto
por A. Hoover y colaboradores [13].
Para cada imagen se realizan 12 medidas de la
dimensión fractal, variando la posición del enmallado
sobre la imagen. Los resultados obtenidos indican
que la dimensión fractal presenta una dependencia
con respecto a la posición del enmallado sobre la

imagen. Estas variaciones son un claro indicio de
que el sistema vascular de la retina humana no posee
un único valor en su dimensión fractal. El valor
estimado para cada retina es un promedio de las
distintas posiciones del enmallado y en cada caso
la dimensión fractal fue obtenida por el método de
mı́nimos cuadrados.
El valor promedio de la dimensión fractal del sistema
vascular de la retina de pacientes sanos es de 1,56±
0,01.
Se comprueba que los resultados presentados por
Uahabi en 2015 [23] son exactamente iguales a los
presentados por Stošic en 2006 [25], lo cual evidencia
un plagio por parte de Uahabi y colaboradores al
trabajo de Stošic.
Los resultados reportado en la literatura, empleando
las mismas imágenes de la base de datos STARE,
pero usando métodos diferentes de segmentación,
difieren todos entre si y no es visible un patrón
que pueda correlacionar los distintos estudios, por lo
cual, a menos que se estandarice el proceso en la
determinación de la dimensión fractal de las imágenes
de las retinas, el uso de esta técnica como posible
herramienta de diagnóstico queda en duda.
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