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Métodos numéricos simplécticos de un paso

Simple one-step numerical methods

1. Introduccion

G. Gonzz’iles-Santo
Escuela Superior de Fisica y Matematicas
Instituto Politécnico Nacional - IPN, México

Resumen. Los métodos numéricos geométrico son empleados para aproximar la solucion de sistemas
Hamiltonianos y conservar propiedades importantes de estos sistemas; como son la energia, las dreas y las
simetrias, entre otras. En este articulo se presentan algunos métodos simplkcticos de un paso (Runge-Kutta).
Los métodos obtenidos han sido empleados en la solucion de varias problemas de mecdnica. Se incluyen,
en este trabajo, algunos resultados del estudio numérico de vibraciones en una cuerda eldstica vertical
obtenidos por medio de métodos simplécticos.
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Abstract. Geometric numerical methods are used to approximate the solution of Hamiltonian systems
and to preserve important properties of these systems; such as energy, areas and symmetries, among others.
In this article some simple one-step methods (Runge-Kutta) are presented. The methods obtained have been
used in the solution of several mechanical problems. Some results of the numerical study of vibrations in a
vertical elastic cord obtained by means of simplistic methods are included in this work.
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Existe una amplia gama de métodos numéricos para resolver el problema de valores iniciales de
ecuaciones diferenciales ordinarias,

y = f(z,y), a<z<b, (1)
y(a) = yq,

donde y es un escalar o un vector e y, es la condicién inicial. Los métodos numéricos clésicos,

como son, los m

étodos de Taylor, un paso, multipaso, extrapolacién y predictor corrector, [1], no fueron

desarrollados para que la diferencia finita asociada al método comparta propiedades con el problema
de partida. Por ejemplo, considere el péndulo simple el cual es un sistema conservativo, es decir, la
energia total (cinética mds potencial) se mantiene constante en el tiempo. En la figura |l] se muestra un
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péndulo simple. La derivacién del modelo del péndulo simple puede encontrar en diversos textos, por
ejemplo, [2, p. 348],
g

o(t) + Tsen(¢) =0, )

donde ¢(t) es el dngulo entre la vertical y el cable del péndulo, g es la gravedad, y [ es la longitud del
cable que sostiene la masa m, ¢ denota la derivada temporal de ¢. El complemento de este modelo son
las condiciones iniciales, ¢(0) y ¢(0).

v

mg

Figura 1: El péndulo simple
La energia cinética K (t), potencial, V'(¢) y total, E'(¢) estan dadas por la relaciones siguientes:

K(t) = SmiG),
V() = ml(1 - cos(s),

E(t) = K@)+ V().

Las trayectorias del péndulo simple en el espacio fase para diferentes valores de energia se muestran
en la figura |2 El circulo més interno corresponde a una energia de E(t) = 0,134[J]. El resto de las
curvas se obtienen a partir del nivel de energia de 0,5[/] hasta 4[J] con incrementos de 0,5[.J].

Ahora se realiza el siguiente experimento numérico usando el método de Euler. Los pardmetros del
péndulo son los siguientes: [ = 1[m], g = 1[m/seg?] y m = 1[Kg]. El experimento consiste en elegir
la trayectoria en el espacio fase con nivel de energia, E(t) = 0,134[.J], y representarla por un conjunto
de puntos, N, uniformemente espaciados. Estos puntos son las condiciones iniciales para el método de
Euler, es decir, se van a resolver N problemas con valores iniciales y las condiciones iniciales son cada
punto de la curva en el espacio fase. Como el sistema es conservativo los puntos deben permanecer sobre
la misma curva (solo pueden rotar).

En el experimento numérico se obtiene la evolucidn de las particulas y se grafican en el espacio fase
cada 500[seg]. La ﬁguramuestra los resultados obtenidos. La primera observacién es que las particulas
no se mantienen en su mismo nivel de energia, éstas ganan energia al avanzar el tiempo. Por lo tanto
desde el punto de vista numérico, el sistema no es conservativo. La segunda observacion es sobre el area
que delimita la curva incial. Esta no no se mantiene constante; aumenta al avanzar el tiempo. La tercera
observacion es sobre el tiempo de integracion.

El experimento numérico se realizé con una longitud de paso constante, h = 0,0005, por lo tanto se
requiere de un millon de iteraciones del método de Euler para pasar de un circulo al siguiente. Por lo
tanto es importante para un método numérico conservar ciertas propiedades del problema inicial cuando
se estudia durante periodos largos de tiempo. La figura ] muestra la evolucién de la energia total del
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Figura 2: Espacio fase del péndulo simple para diferentes valores de energia.
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Figura 3: Ubicacién, en el espacio fase, de los puntos que inicialmente (¢ = 0) se encuentran sobre la
curva con energia &2 = 0,134.

péndulo simple con condicién inicial, ¢(0) = 7/6 y ¢(0) = 0. De acuerdo a los resultados numéricos el
péndulo gana energia al avanzar el tiempo.

El comportamiento obtenido con el método de Euler también estd presenta en la mayoria de los
métodos cldsicos. En dreas como la mecénica, existen propiedades importantes que deben considerarse,
€omo son:

1. Conservacion de dreas (volumenes) en el espacio fase.

2. Conservacién de la energia total (Hamiltoniano).

3. Mantener la simétria. E1 Hamiltoniano es una funcién simétrica respecto al momento, H(q,p) =
H(q, —p).

4. Conservacion de las primeras integrales (momento lineal total, momento angular lineal, etc.)
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Figura 4: Evolucién de la energia del péndulo simple con condiciones iniciales, ¢(0) = 7 /6 y ¢(0) = 0.
En este caso, E(t) = 0,134[J].

El presente trabajo estd dedicado al estudio de métodos numéricos que preservan una o varias
estructuras de ecuaciones diferenciales ordinarias Hamiltonianas, es decir, sistemas de la forma,

q = VyH(p,q)
P = —V¢(p,q)

donde H (p, q) es el Hamiltonianao y es una funcién, H :* x? — y d es el niimero grados de libertad.
En aplicaciones el Hamiltoniano tiene la forma,

1 _
H(p,q) = §ptM 'p+Ul(q),

con una matriz M definida positiva y U(q) la funcién potencial. En este situacion el Hamiltoniano
representa la energia del sistema. Sistemas Hamiltonianos de ecuaciones diferenciales ordinarias se
encuentran en diversas aplicaciones (mecénica, problema de n cuerpos, astrofisica, etc.)

2. El problema de N cuerpos

Un tema central en los cursos de mécanica clasica es la segunda Ley de Newton la cual se aplica,
entre otras cosas, al estudio de sistemas formado por uno o varios puntos masa (particulas). La fuerza
actuante sobre una particula proviene de dos fuentes; la primera esta formada por las particulas vecinas
y segunda por un campo externo, como puede ser la gravedad.

2.1. Formulacion Newtoniana

Esta formulacién produce un sistema de de ecuaciones diferenciales de segundo orden con
condiciones iniciales. Formalmente este problema, conocido como el problema de los [V cuerpos, puede
pantearse como sigue: dados N cuerpos (particulas) Py, P», ---, Py con masas mi, ma, ---, my, las
cuales son independientes de la posicién, velocidad y del tiempo. Las posiciones de las particulas, en el
tiempo ¢, se denotan por los vectores, ri(t), ra(t), - - -, ry(t). La dimension de estos vectores depende
del problema. Sea F; ; la fuerza que ejerce la particula j-ésima sobre la particula i-€sima. La fuerza
actia en la direccion del vector r; j = r; — r;, ademds se asume que F; ; = F ;. La fuerza que ejerce un
campo externo sobre la i-ésima particula se denota por f;. Por lo tanto la ecuacién de movimiento queda
establecida al aplicar la segunda ley de Newton al sistema de particulas,

10



Journal de Ciencia e Ingenieria, vol 11, no. 1, pp. 7-24, 2019 G. Gonzales-Santos

dr; al
mi—s = Y Fig+fi i=12. N, 3)
=15
ri(0) = r
ri(0) = v

El tamaio del sistema depende de la dimensién del problema; en el plano se tienen 2N ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo orden y en el espacio 3./V.

Ejemplo. Una caso interesante en el problema de N cuerpos es cuando el sistema es conservativo,
es decir, la energia del sistema se mantiene constante. En este caso la fuerza se obtiene como menos el
gradiente de una funcién potencial,

F= —VV(I’l,I'Q, o 7rN)7

la cual depende solamente de la posicion de las particulas. Un sistema de este tipo se obtiene cuando
se estudia una cuerda el4stica, la cual es representa por N particulas, Py, P», ---, Py con masas mj,
ma, - -+, my respectivamente. La masa i-ésima estd unida a las masas ¢ + 1 e ¢ + 1 por medio de un
resorte, excepto cuando la masa estd en el extremo de la cuerda. El niimero de resortes en el sistema, M,
depende de las condiciones de frontera; si ambos extremos estdn fijos M = N + 1y M = N si alguno
de los extremos estd libre. La longitud inicial de cada resorte es 11, 1o, ..., ljs respectivamente, y ki, ko,
..., kar son los correspondientes coeficientes de rigidez, ademads se considera que los resortes carecen
de masa. En este ejemplo se considera una cuerda vertical fija en el extremo superior y libre en el otro

(N = M). Se asume que las particulas se deslizan sin friccién en el plano = — y, ver figura[3]
0_ X

k, yl

Figura 5: Modelo discreto de una cuerda elastica

Frecuentemente el movimiento de la cuerda se analiza a partir de su posicién de equilibrio. Esta se
obtiene al resolver el sistema algebraico obtenido de (3) al hacer cero el lado izquierdo,

Ky® = —(T1+ gMe)

donde
— (k1 + k2) ko
ko —(ko + k3) ks
K == ]Cg ;

kn —kn

11



Journal de Ciencia e Ingenieria, vol 11, no. 1, pp. 7-24, 2019 G. Gonzales-Santos

ki —ko
ko  —k3
T = ,
kn—1 —kn
kn
M = diag(my,--- ,mn), 1 = (l3,l2,--- ,In)' y e = (1,1,---, 1)L, Los vectores posicién de la

particulas en equilibrio son
r; = (0,y;7), i=1,2,---,N.

La energia cinética y potencial de la cuerda eldstica son respectivamente,

L
.9
K = izmﬂ”i,
=1
L N
vV = QZ;ki(”ri_ri—l’_li)2_gz;miyia
1= 1=

conrg = 0, r; = (z,y) yri = i = ,/;1:12 + yiz. En este ejemplo, el término de la fuerza de
la ecuacion de movimiento, (3), es el negativo del gradiente del potencial (V). La i-ésima ecuacién de
movimiento se obtiene a partir de las derivadas parciales de V' con respecto a z; € y;,

8V Tr; — I;
9 —kit1 [(Tz‘,z‘ﬂ - lz‘+1)(+1)] +
T Tii+1
ke [(m_l _ li)(%‘—wz‘—ﬁ]
Tii—1
oV i — Yi
S —ki1 [(Tz‘,z‘ﬂ - li+1)(yy+l)] +
Yi Tii+1
k; [(Tm.l _ ll)(yl_yl—l)} — gm.
Tii-1

La ecuacion de movimiento de la particula ¢-ésima resulta,

oV v
! dt2 89:/ 8y2
T
= kit |:(7’i,i+1 - lz’+1)7( ’H)] -
Tii+1
ki |:(Ti,i—1 - lz)(r”_l)] + gm;é;
Tii—1

donde ¢; es el vector unitario en la direccion y.

2.2. Formulacion Hamiltoniana
Otra manera de formular el problema de /N cuerpos es emplear su formulacién Hamiltoniana, la cual
produce un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. Para este propdsito se introducen dos

12
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nuevos grupos de variables; Las coordenadas generalizadas, q(¢) . Si se asume que el problema estd en
plano entonces

Qi1 =i, @u=yi, 1=12... N
La otra variable son los momentos generalizados o momentos conjugados, p(t),
p= Mg, (4)
donde M € R?YN x R?N es una matriz diagonal que contiene las masas repetidas dos veces, es decir,
Myi_12i—1=m; Moo =m;, t=12,... N.

La segunda ley de Newton, (3)), se puede escribir de la manera siguiente:

q = M7'p, 5)

p = —VV(q).

Estas ecuaciones forman un sistema Hamiltoniano de ecuaciones diferenciales ordinarias con un
Hamiltoniano o energia total igual a,

1
H(p,q)=§

Ejemplo. La forma Hamiltoniana del modelo discreto de la cuerda eldstica resulta se obtiene
directamente de la expresion de la energia,

p'M~'p+V(q). (©6)

1,
H(p,q) = §ptM 'p+

1 N
3 > kil =il =) -
=1

N
g Z m;q2;,
i=1

donde r; = (g2i-1,92i), ¢ = 1, 2, ..., N. La formulacién Hamiltoniana del modelo discreto de la
cuerda elastica vertical resulta,

G2ic1 = p2i-1/my,
G2i = p2i/mi,
) 42i—1
Pt = =il —risall = 1) e+
(3 1—
q2i—1
kit (e = will = lis) =2
7 3
) q2;
R R e ]
(3 1—
q2i
Kiv1 ([rip1 — w3l = lig1) m +
7 (]
mig, i=12,...,N. @

La formulacién Hamiltoniana (5)) se puede obtener a partir del Hamiltoniano de la manera siguiente:

13
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q = VpH(p,q), ¢))
p = —VqH(p,q)-

Esta formulacién se puede extender a una funcién suave H(q,p) : R? x R? — R. El espacio
(espacio fase), R4 x R4, tiene dimension 2d, la ecuacién (8)) recibe el nombre de ecuacién Hamiltoniana
canénica de movimiento. Si se define z = (p, q)? entonces la ecuacién anterior puede escribirse de
manera compacta como,

i=JV,H(z), 9)

0 I
(o). "

donde I es la matriz identidad de dimension d.

donde

3. Simplecticidad del flujo fase

En esta seccion se presentan algunas propiedades importantes de los sistemas Hamiltonianos, las
cuales son una consecuencia de la estructura de estos sistemas. Por simplicidad se asume que el
Hamiltoniano no depende del tiempo, es decir, H = H(q,p) = H(z) con z en el espacio fase,
Q C?% x4, Las propiedades de los sistemas Hamiltonianos se expresan en términos del flujo fase del
sistema, [3, p. 68]. Seaz’ = f(z), z(0) = 2o un sistema Hamiltoniano y para cada ¢ se define el mapeo
O 29 € Q — z(t) € Q, es decir, a cada condicién inicial, zg € 2 de se le asigna la solucion
del sistema en el tiempo ¢, ¢:(zo) = z(t) € €. La existencia y unicidad de la solucién del sistema
determinan el intervalo de tiempo donde ¢, existe. Para cada valor de ¢ el operador ¢, define un mapeo
del espacio §2 en si mismo. Algunas propiedades del flujo fase de los sistemas Hamiltonianos son las
siguientes, [4], [5]], [4]],

1. {¢¢} con la operacién composicién forma un grupo.

» Cerradura. ¢, o 5 = ¢(05(20)) = D1(Zs) = Zpys = Prts.
= Inverso. ¢_; o ¢ = ¢g = identidad.

= Asociatividad. ¢, o (¢50 @) = drisit = (¢r 0 Ps) 0 Py

2. El Hamiltoniano H(q,p) = H(z) es constante a lo largo de las soluciones del sistema
Hamiltoniano. Esto quiere decir que la energia total se mantiene constante a lo largo de las
soluciones.

H(q(t),p(t)) = Vq@ + Vpp = 0.
3. Elflujo fase ¢; del sistema Hamiltoniano es una transformacion simpléctica. Para un ¢ fijo ¢; define
una tranformacion de €2 en si mismo,

2=1(z), Vzeq.

donde Z = ¢(z). La tranformacién v es simpléctica si satisface la condicion siguiente,

021" [0z
= J =J. 11
[82] [81] ’ (i
donde J es la matriz y
04 0§
oz dq Op
0z N op  Ip
dq Op

14



Journal de Ciencia e Ingenieria, vol 11, no. 1, pp. 7-24, 2019 G. Gonzales-Santos

De (I1) se obtiene directamente que,

9q0p  9q0p

—— - ——=1, VY(q,p) €
Esto significa que la transformacién ¢ preserva areas (volumenes) y orientacion. Este resultado es
el teorema de Liouville, [3} p. 69].

4. Si H(q,—p) = H(q,p) el flujo fase ¢; es p-reversible con respecto a la reflexion p(q,p) =
(q, —p), si satisface,

(podu)(z) = (¢; ' op)(z), Vi Va.

4. Métodos numéricos

Los métodos numéricos estudiados en esta seccion pueden emplearse indistintamente para la
formulacién Newtoniana o Hamiltoniana de un problema. Los algoritmos serdan desarrollados para
sistemas Hamiltonianos. La seccion inicia con una lista de propiedades geométricas importantes que
deben tenerse en cuenta al analizar un método para resolver (§). Los métodos desarrollados hasta el
momento, para aproximar la solucién de sistemas Hamiltonianos, cumplen una o varias propiedades de
las listadas a continuacién. Se denota con @, (qg, py) = Pr(zo) la funcién de flujo de método numérico.
Por medio de la composicion de esta funcion,

(qnh’ pnh) =®po0Ppo0---0 (I)h(%v pO)?

es posible aproximar la solucion en tiempos posteriores. Algunas de las propiedades geométricas son las
siguientes, [4, p. 69]:

1. Simétria. El método numérico es simétrico si satisface la relacién siguiente,
®_;, 0 Oy, = Identidad

2. Conservacion de energia. El método conserva la energia si a lo largo de la solucién de se
cumple que
H(qu pn) = constante

3. Simplecticidad. Un métodos es simpléctico si satisface la siguiente relacion,

?'(p,q)'J®'(p,q) = J,

donde ®(p,q) = V®,,/9(q,p) y J es la matriz definida en (10).

4. Reversibilidad. Un método numérico para aproximar la solucién de [8|es p-reversible si, para un
Hamiltoniano simétrico respecto a los momentos, H(q,p) = H(q, —p) se cumple

(po®r)(q,p) = (P-rop)(q,p)

Cuando un método numérico para aproximar la solucién de un sistema Hamiltoniano cumple una o
varias de las propiedades enunciadas se dice que el método es geométrico.

4.1. Métodos de Runge-Kutta

Los métodos implicitos de Runge-Kutta son una herramienta importante para el tratamiento de
sistemas Hamiltonianos. Entre 1988 y 1989 fue demostrado por tres autores independientemente; Suris,
[6], Lasagni, [7] y Sanz-Serna, [8]], las condiciones bajo las cuales un método implicito de Runge-Kutta
y de Runge-Kutta-Nystrom puede ser simplécticos. La forma general de un método de Runge-Kutta
implicito de m pasos para el problema de valores inciales,

y = f(z,y),y(a) =y,, a<z<b, (12)

15
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es la siguiente,

m
Yior =i +h Y wi(zy, + aib, Y;) (13)
=1
con
m
Yi =y th) Bifler+a;Yy) (14)
j=1
m
Y, = y,+ hz Bo,if(zr + 0, Y;)
j=1
- m
Yo = Ye+hY Bmf(an+a;Y;).
j=1
donde

m
a; = E Bi,j7 1= 1,2, ey M.
J=1

Una manera concisa de representar el método por por medio de la tabla de Butcher,

ar | Bin Bz o Bim
az | P21 Boa o Bam
az | B31 B2 0 Bam
Qm Bm,l Bm,Z T ﬁm,m
wl w2 .« .. wm

Para obtener la aproximacion a la solucién de (12)), en cada paso de integracién, hay que resolver el
sistema algebraico no lineal (I4) de m * N ecuaciones.

Las condiciones para que un método de Runge-Kutta implicito sea simpléctico quedan establecidas
en el teorema siguiente, [5, p. 72]:

Teorema. Si los coeficientes del método (I3]{14) satisfacen las relaciones siguientes

w,ﬂi,j +w]ﬂj,i = wW;wWj, 1,5 =1,2,...,m.

Entonces el método es simpléctico.
Demostracion. |5, p. 72].
Por ejemplo, el método de Runge-Kutta de punto medio implicito,

1/2 1{2

satisface las condiciones del teorema anterior por lo tanto es simpléctico. En este caso secillo se puede
demostrar directamentente que el método anterior aplicado al sistema Hamiltoniano,

qQ = p
p = flq
es simpléctico. El método de medio punto aplicado a sistema anterior resulta,
Qr+1 = 9 + hp(tk + h/2) (15a)
Pii1 = Py + hE(Qy) (15b)
h
Q =gq;+ §f(Q1)- (15¢)

16
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Multiplicando (I5k) por 2 y restando de (I5p) se obtiene el valor de @1,

Qe 1 = Qg + hp(tr + h/2) (16a)

Pi+1 = Py + 1E(Qy) (16b)
1

Q= §(Pk + Prs1) (16¢)

Sustituyendo (16)c en (16)b y usando Taylor para aproximar p(¢ +h/2) a segundo orden para mantener
el orden del método de medio punto (segundo orden) se obtiene el método,

h
i1 = 9q; + §(Pk + Prs1) (17a)

1
Piy1 =Pi + hf(i(pk + Prt1))- (17b)

El flyjo fase de este método es
<(I1 )‘I)h< qQ ) _< QO+%1(P0+P1 >
P Po po + (5 (po + P1))
Para verificar la simplécticidad del método es necesario calcular
dqy  9pg dqy  9pg

(0 Iy
= W)

es una matriz 2N x 2N con Iy la matriz identidad de tamafio N. De la evaluacion de esta expresion

l 2 ¢ :
— + 7h —_— O

Por lo tanto si la longitud de paso, h, es pequefio entonces el método implicito de medio punto es
simpléctico.

donde

4.2. Métodos de Runge-Kutta particionados(RKP)

En estos métodos se emplean dos métodos de Runge-Kutta, uno de ellos se emplea para aproximar
la solucién de una parte del vector solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias y el
resto de la solucién se aproxima con el otro método. Estos métodos pueden emplearse, por ejemplo, para
aproximar las componentes de la solucion no rigidas con un método y las rigidas con otro. Un método
de Runge-Kutta particionado tiene asociadas dos tablas de Butcher,

ar | Bi1 B2 o Bim a1 | B Bz o Pum
az | Ba1 B2 0 Bom Go | Po1 Poz - Pom
ag | P31 P2 0 Bam 63 | Bs1 Bs2 - Bam
Om ﬁm,l ﬂm,Q c /Bm,m & B 1 B 9 - B
m m, m, m,m
w1 w2 T Wy W W9 oW
m

Las cuales satisfacen las condiciones siguientes

ai =370 Bij,

& =3 By i=1,2,,m

17
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Este tipo de métodos se puede aplicar a un sistema Hamiltoniano donde la funcién Hamiltoniana es
separable,

H(q,p,t) = K(p) +V(q,1),

donde K(p) y V(q,t) son la energia cinética y potencial respectivamente. En este caso el sistema
Hamiltoniana toma la forma,

q = VPK(p)a

P = —V4Vig,i).
Suris, [6] y Sanz-Serna, [35]] econtrarén independientemente el resultado siguiente, el cual establece las
condiciones para que un método de Ruge-Kutta particionado sea simpléctico cuando es aplicado a un
sistema Hamiltoniano separable.

Teorema. Si los coeficientes del método de de Runge-Kutta Particionado satisfacen la relacién,

wifij + Wi ; —wiw; = 0,4, =1,2,...,m.

Entonces el método RKP es simpléctico cuando es aplicado a un sistema Hamiltoniano con un
Hamiltoniano separable.
Demostracion. [[S} p. 76], [6].
Considere el sistema Hamiltoniano con valores iniciales,
¢ = f(p), to<t<T, (18)
P = sgtq) (19)
q(to) = 4y, P(to) =Py

Aplicando el método de Runge-Kutta particionado a este sistema se obtiene,

m
QGp1 = G0 wil(Py),
=1

m
Prr1 = Ppt hzwig(tk + a;h, Q;),
i=1

donde

m
P, = pk‘*’hZBi,jg(tk‘{'&jhan), 1=1,2,....m
=1

m
Q = (lk‘f'hZBz’,jf(Pj), i=1,2,...,m.
j=1

Se han desarrollado y analizado una amplia variedad de métodos de RKP para aproximar la solucién
de sistemas Hamiltonianos donde la funcién H(q, p,t) es separable. Algunos de estos métodos se
encuentran en las referencias, [9], [10] y [11].

4.3. Métodos de Runge-Kutta-Nystrom

Un caso particular de un sistema Hamiltoniano separable se obtiene de la formulacién Hamiltonianan
del problema de N cuerpos cuando el sistema es conservativo y ademds no depende del tiempo, (5. En
Hamiltoniano, en este caso, tiene la forma,

1,
H(q,p) = §ptM 'p+V(q).

18
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Para este tipo de modelos sepuede emplear el método de Runge-Kutta-Nystrom. Para derivar el método
de parte del Método de Runge-Kutta particionado,

Qoyr = q + MDD wP; (20a)
i=1

i1 =P+ h Y wif(Q)) (20b)
=1

P, =p,+hY BifQ) (20c)
j=1

Q =aq,+h)_ BiP (20d)
j=1

Sustituyendo [20(c) en[20(a) y [20(d) se obtiene,

m
Q1 = Qe +hP°M 'p+R°M! Zwif(Qi)
i=1
m
Piy1 = pk"‘hzwif(Qi)
i—1
m ~
Q = q+hyM e+ PMTYYBif(Q)
=1
con
m
Wi o= > wiBa
=1
m
i o= Y Bijy
=1

~ m
Bij = > BikBr-
k=1

Esto indica que el método de Runge-Kutta-Nystrom se puede realizar con solo una tabla de Butcher con
dos arreglos de pesos,

Qaq 5:1,1 @1,2 e 5:1,m
a2 5:2,1 @2,2 T /6:)2,771
ag 63,1 /33,2 T BS,m
Om Bm,l Bm,Q co Bm,m
w1 i e W
Wy Wy .

4.4. Experimentos numéricos
Se aplican algunos de los métodos simplécticos para aproximar la solucion al problema de la cuerda
vertical.
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4.4.1. La cuerda eldstica vertical La cuerda vibrante es un problema que se ha estudiado desde el
siglo XVII, [[12[], [13]. La mayoria de los modelos, de la cuerda vibrante, y los métodos analiticos, para
aproximar su solucién, asumen desplazamientos pequenos, [14f], [15], [16]] [17] y [18]. Existen muy
pocos modelos para despazamientos grandes, [[19], [20]]. Se han desarrollado modelos discretos basados
en masas y resortes que permiten estudiar la cuerda eldstica con desplazamientos arbitrarios, [21]], [22]],
[23]]. En la seccién de el problema de los N cuerpos se presento un modelo discreto de una cuerda
eléstica con un extremo fijo y el otro libre. El modelo produce un sistema Hamiltoniano de ecuaciones
diferenciales ordinarias. En esta seccion se presentan los resultados de la simulacién de la cuerda usando
cuatro métodos numéricos diferentes; el método de Euler, [[1]], el método de Runge-Kutta de orden 3, el
método de Stormer-Verlet, [24], y el método de Euler simpléctico, [24].

L¢ 1 Longitud de la cuerda

M. 1 Masa de la cuerda

N 8 Numero de particulas de la cuerda
m; M./N Masa de cada particula,

l; L./N Longitud inicial de cada resorte,
K; 1000 Cte. de Rigidez del i-ésimo resorte,
g 9,81 Gravedad

« 1,5625E — 2 | Impulso inicial al extremo libre

Tabla 1: Valores de los pardmetros del modelo discreto de la cuerda vertical. i=1..., N

Experimento I. En este experimento los valores de los pardmetros del modelo se muestran en la
table |1l La longitud del paso de los integradores fue igual a h = 1/16384 y se integro de t = 0 a
t = 12,207 (200, 000 iteraciones). En cada iteracién se calcul6 la energia total del sistema y los resultados
se muestran en la figura[6] Todos los métodos empleados funcionan bien para estudiar el problema de la
cuerda vertical en tiempos cortos.

4.4

4.13468

4.3

4.13468

Energia

4.2
4.13468

4.1 4.13468
4.13468

4.13468

& 4.13468

@ 4.13468
2

w

4.13468

4-134680 4.13468

4 8 12 0 4 8 12
a-b
c-d

Tiempo Tiempo
Figura 6: Resultados del experimento 1.

El método de Euler empieza a ganar energia exponencialmente a partir de £ = 10. Para integrar un
poco mads de tiempo, con este método, sin aumentar la energia es necesario disminuir la longitud de paso.
Los métodos restantes mantienen la energia constante. Las oscilaciones que presenta el método de Euler
simpléctico son menores que 107>, figura E]d

Experimento II. Los tres mejores métodos del Experimento anterior son empleados para estudiar
la cuerda vertical con los mismos pardmetros mostrados en la tabla [1, excepto que ahora N = 32y
h = 1/256. Como el impulso inicial es pequefio los desplazamientos de las particulas también lo seran.
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Figura 7: Experimento II. Evolucién de la coordenada = del extremo libre de la cuerda. Método de

Runge-Kutta
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8
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294
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X
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Figura 8: Experimento II. Evolucion de la coordenada x del extremo libre de la cuerda. Método de
Stormer-Verlet

Los resultados obtenidos al inicio de la simulacidn, [/a empatan con la solucién analitica del modelo
continuo [14]. En la figura se muestran el desplazamiento horizontal(z) del extremo libre de la
cuerda vertical, obtenido por el método de Runge-Kutta, en diferentes momentos de su evolucion; 10 s
cada 58,5938 s. Toda la evolucion se realizé en 100, 0000 iteraciones. Los mismos comentarios se aplican
a los resultados con el método de Stormer-Verlet, figura [§] Los resultados obtenidos con el método de
Euler simpléctico son identicos a los de Stormer-Verlet.

Experimento III. En este experimento se analiza el comportamiento de los métodos numéricos
empleados con un impulso inicial igual a 2. Los otros paramétros son los mismos que en experimento
anterior, la dnica diferencia es el nimero de iteraciones, It = 150, 000.

Los resultados se muestran en la figuras PITT]y [I0] Al inicio de la integracion, figuras Pp-c, [[Th-c y
@—c, describen un desplazamiento, del extremo libre, muy similar. Al aumentar el tiempo la evolucion
los diferentes métodos presenta un desfasamiento entre ellos, figuras [Od-f, [[Td-f y [TOd-f. Al final de la
evolucién, figuras O, [TTff y [I0f, cada método muestra una evolucién diferente.

Mientras que un método indica que hay chicotazo hacia la derecha otro indica que es hacia la
izquierda. Los desplazamientos obtenidos con los métodos simplécticos también estdn desfasados.
Finalmente se grafica la energia del sistema, figura La energia del método de Runge-Kutta decrece
exponencialmente, [[2h, y se mantiene casi constante para el resto de la evolucién. El método de
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Figura 9: Experimento III. Evolucién de la coordenada z del extremo libre de la cuerda. Método de
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Figura 10: Experimento III. Evolucion de la coordenada z del extremo libre de la cuerda. Método de

Euler simpléctico

Figura 11: Experimento III. Evolucién de la coordenada z del extremo libre de la cuerda. Método de

Stormer-Verlet

Stormer-Verlet mantiene la energfa constante, figura [I2p, y la amplitud de las oscilaciones, alrededor
de un valor constante, son menores que las alcanzadas por el método de Euler simpléctico.
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Figura 12: Experimento III. Energia obtenida con los métodos (a) Runge-Kutta, (b)Stormer-Verlet y (c)
Euler simpléctico

5. Conclusiones

De acuerdo a los experimentos numéricos y a las propiedades de orden y estabilidad de los
métodos tipo Runge-Kutta simplécticos son una buena opcién para aproximar la solucién de sistemas
Hamiltonianos. Se empleé el método y algunas de sus variantes; Runge-Kutta particionado y
Runge-Kutta-Runge-Kutta-Nystrom; para estudiar numéricamente varios sistemas fisicos conservativos.
En este reporte se presenta un estudio numérico de cuerdas eldsticas verticales. Los resultados obtenidos
empatan con los reportados por otros investigadores.
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