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Resumen. En la industria, el traslado de material pesado en espacios pequenos requiere de
grias en las que el control debe ser preciso, ya que de lo contrario se pueden producir balanceos
de la carga que pueden danar tanto a los materiales transportados como al equipo que lo rodea,
de ahi la importancia del control. El objetivo de este trabajo es el modelado de un sistema
mecénico tipo gria de tres grados de libertad constituido por un carro sobre una plataforma
horizontal y un péndulo doble. Asi como la propuesta de una ley de control que garantice que las
oscilaciones que se presentan en la carga cuando la gria se desplaza de un punto a otro se can-
celen o minimicen. El modelo dindmico del sistema se obtuvo mediante ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales y la ley de control propuesta se basa en un regulador cuadratico lineal
(LQR — Linear Quadratic Regulator) con un prefiltro el cual permite reducir las oscilaciones en
el traslado de la carga con respecto a un control LQR sin prefiltro.

Palabras Claves. Ecuaciones diferenciales no lineales; control LQR; prefiltro; péndulo doble.

Resumen. In the industrial sector, the transportation of heavy material in small spaces re-
quires cranes with a very precise control, otherwise load swing can occur and that can damage
both, transported materials and the surrounding environment, therefore control is very impor-
tant. The purpose of this work is the modeling of a mechanical crane system of three degrees of
freedom constituted by a trolley on a horizontal platform and a double pendulum. As well as
the proposal of a control law that guarantees that the oscillations, that occur in the load when
the crane moves from one point to another, are canceled or minimized. The dynamic model of
the system was obtained through non-linear ordinary differential equations and the proposed
control law is based on a linear quadratic regulator (LQR) with a prefilter that allows to reduce
the oscillations during the load displacement with respect to an LQR control without prefilter.
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1. Introduccién
Los sistemas de control automatico son de gran importancia en diferentes areas de la ingenieria
o la fisica aplicada. La teoria de control moderno y la practica del control automatico han
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proporcionado los medios para mejorar la productividad, logrando el funcionamiento éptimo de
sistemas dinamicos, obteniendo como resultado tiempos menores de produccion, mayor seguridad
en los sistemas de alto riesgo, etc.

En el caso de las graas, éstas se han utilizado para levantar y transportar materiales pesados
de un punto a otro en diferentes lugares como fabricas, almacenes, sitios de construccién y
astilleros, entre otros. Sin embargo, debido a su estructura, la carga tiende a oscilar durante
las operaciones de transporte por lo que el control de estas oscilaciones es importante para
asegurar tanto la precision al dejar la carga como la seguridad al evitar colisiones con objetos o
personas [1,2].

En general, las grias se pueden dividir en grias aéreas (puente o viajeras), fijas o méviles. En
las categorias de fijas y méviles también hay subdivisiones, por ejemplo, las grias fijas pueden ser
grias torre, telescopicas, pértico, etc. Entre las griias méviles se encuentran las griias montadas
en camiones, grias de plataforma, flotantes, entre muchas otras. Este trabajo se enfoca en una
gria viajera.

El modelado de los sistemas de control es una de las partes més importantes en la ingenieria de
control. Este modelo ayuda a entender tedrica y fisicamente el comportamiento de los sistemas,
asi como a elegir y disenar el algoritmo de control apropiado con base en el problema que se
quiere resolver. Las gruas presentan propiedades interesantes para el control desde el punto de
vista de la ingenieria. Estas son consideradas como sistemas mecdnicos subactuados, esto es, el
nimero de actuadores es menor que el nimero de grados de libertad [3] lo que hace que sean
dificiles de controlar debido a su dindmica compleja principalmente cuando también tienen un
comportamiento no holonémico.

En [4] se realiza una revisién y un estudio detallado de los desafios en el modelado y el
control de los sistemas de grias. Los autores establecen que para simplificar las complejidades de
tratar con un modelo no lineal como el de la gria, en muchos trabajos se hacen aproximaciones
linealizadas. Esta simplificacién implica una reduccién de la robustez del controlador. Sin
embargo, mencionan que los modelos simplificados —como el utilizado en este trabajo- siguen
siendo una buena aproximacién y son ttiles en condiciones de carga especiales.

Con respecto al control, se tienen esquemas de control de lazo abierto [5,6] y de lazo
cerrado [7-14]. En [15] se presenta una investigacién de las estrategias de control aplicadas
a sistemas de grias, estableciendo la importancia del problema.

El objetivo general de este trabajo es disenar una ley de control para una gria viajera de
doble péndulo, que garantice que las oscilaciones que se presenten en la carga cuando la gria se
traslade de un punto inicial a otro final se cancelen o minimicen. El comportamiento de la gria
se representa mediante un modelo matemético descrito por ecuaciones diferenciales ordinarias no
lineales, que se linealiza alrededor de un punto de equilibrio. Con base en este modelo linealizado
se propone una estrategia de control usando LQR y se calculan los pardmetros de un prefiltro
o precompensador para aplicarlo al sistema y realizar comparaciones. Es importante mencionar
que el desempeno del sistema retroalimentado se evaliia sobre el modelo no-lineal original y que
el problema de controlar un péndulo doble no es trivial ya que su movimiento es cadtico.

2. Modelo matematico de una graa con tres grados de libertad

La grda viajera estd constituida por un carro en movimiento sobre una plataforma horizontal
y un péndulo doble. El objetivo es determinar un modelo lineal invariante en el tiempo para
este mecanismo. El modelo no lineal se obtiene aplicando el método de Euler-Lagrange [16].
Posteriormente, la linealizacion se hace alrededor de un punto de equilibrio.

Para obtener el modelo dindmico no lineal de la grua viajera se realizan las siguientes
consideraciones: el sistema se mueve en un plano, el cable se considera rigido y recto con
longitud constante y masa despreciable y la carga, que se encuentra en el extremo terminal del
cable, se considera como una masa puntual m. También se establece que no existe un coeficiente
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de amortiguamiento para la gria.

Considérese el sistema subactuado con tres grados de libertad que se muestra en la figura 1,
donde M es la masa del carro, m; es la masa del primer segmento, 6 es el dngulo que el primer
segmento forma con la vertical y [ es la distancia que existe entre el punto de enlace del carro
y el primer péndulo, ms es la masa del segundo segmento, f5 es el angulo que forma el segundo
segmento con la vertical y ls es la longitud del segundo segmento, f es la fuerza externa que
se aplica al carro, f, es una fuerza virtual aplicada en el punto de unién de los cables y = es el
desplazamiento del carro en el plano horizontal. Se asume que las masas se concentran en los
extremos finales de cada segmento.
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Figura 1: Sistema de gria con dos segmentos

La masa M del carro tiene como coordenadas x. = x, y. = 0, la masa m; tiene las siguientes
coordenadas:

r1g = x + [y sin b,
NG = —ll COS 91

(1)
y las coordenadas de la masa mg son:

Tog = x+11sinf; +Ilysinbsy,
Yog = —licosf; —lycosby

(2)

Por tanto, el Lagrangiano del sistema, donde K es la energia cinética y P es la energia
potencial, es:

L = K-P
= % (M +mq + 7712) &2+ i (m1 + mg) l1 COSGlél
+imaly cos 0205 + & (m1 +m2) 1363 (3)
+myslils cos (01 — 92) 9192 + %mglgeg
+ (m1 + mg) gl cos 01 + mogls cos Os.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange se definen como:
d [0L oL
— = —-—=—=mn, i=12... 4
il5e] g =m =12 )

nonebbl@id@@spanishid@@spanishdonde ¢; = (g, , ..., ¢n)” representan las variables generaliza-
das, una para cada grado de libertad del sistema, L es el Lagrangiano y 7 = (71, ..., 7,)? denotan
las fuerzas generalizadas que externamente son aplicadas al sistema.

La dindmica del sistema se puede expresar mediante la ecuacién estandar siguiente:

=M (q)G§+C(q,4)q+g(q) (5)
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nonebbl@id@@spanishid@@spanishdonde M (q) es definida como la matriz de Inercia, la cual
tiene la particularidad de ser una matriz simétrica definida positiva, C(q,q) es la matriz de
fuerzas de centripetas y de Coriolis y g(q) es el vector de fuerzas gravitacionales.

Obteniendo las ecuaciones de Euler-Lagrange (4) para cada uno de los tres grados de libertad
y expresando la dindmica del sistema mediante la ecuacién (5), se obtienen los siguientes
componentes:

T f
q= |t |yT=|0|, (6)
0 0
M +mq + mo (mq 4+ ma) 1 cos by Mol cos Oy
M(q) = | (m1+ ma)ljcosb (my +mg) 13 malylacos (02 — 601) |, (7)
mglg COS 92 mglllg COS (92 — 91) mgl§
0 — (m1 + mg) l1 sin 9191 —mals sin 92(9'2 _
Clg,d)=10 0 ~ —malilysin(6; —61)0s |, (8)
0 m21112 sin (92 — (91) 91 0
0
g9(q) = | (m1+mz2)glysinby (9)
magls sin O

Para facilitar la aplicacién de las técnicas de control lineal se realiza un cambio de variables
para obtener el modelo en variables de estado y linealizar el sistema no lineal alrededor del punto
de equilibrio para el caso trivial (z,z, 61, 61, 602,02) = (0,0,0,0,0,0), mediante una expansiéon en
serie de Taylor del modelo en variables de estado. Tomando la primera aproximacién, se obtiene
un sistema de la forma:

& = Ax -+ Bu,
y = Cu. (10)
donde:
_ Of(z) _
A= 9z |,_o
0 1 0 0 0 0
00 {mtmole 0 0 0
0 0 0 1 0 0
= —(m1+meo+M(14+m m s
00 (m1 QIlM( 2))g 0 ﬁ 0
0 0 0 0 0 1
00 (mi+ma)g o =(mutma)g
L lomy lom1 _ 1
B 0 T ( )
1
0
st -] |
z=0 M
0
. 0 -
O = Oh(x) |1 00000
o0 |, |01 0 0 0O
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El analisis de estabilidad del punto de equilibrio del sistema lineal se deduce directamente de la
localizacién de los valores propios de la matriz A. El cédlculo de los eigenvalores, utilizando los
siguientes parametros: M = 100, my =1, mo =100, 11 =1, 1o =1, g = 10, es:

P12 = 07
psa = 0 44.9450,

pss = 0=+3.1701i. (12)

La existencia de estos polos indica que el punto de equilibrio, considerado para el sistema
no lineal, no es asintoticamente estable sino que tiene un comportamiento polinomialmente
inestable.

3. Diseno de la ley de control

La ley de control que se analiza es el regulador cuadrético lineal LQR aplicado al modelo
linealizado. Con base en el sistema lineal en la forma de variables de estado se construye
una ley de retroalimentacién de estado que tiene la siguiente forma:

u(t) = —kax, (13)
donde el vector de ganancias k = [k; k2 k3 k4 ks ke] y x es el vector de estado. Sustituyendo la
ley de control (13) en (10) se obtiene:

& = (A— Bk)z. (14)

Una manera para obtener las ganancias de retroalimentacion es tratando de optimizar el
proceso mediante la teoria de control éptimo. Considérese que el objetivo es minimizar la
siguiente funcién de costo:

J = [° (=T Qx4+ u' Ru) dt, (15)

donde @ es una matriz simétrica semidefinida positiva que pondera los estados y R es un escalar
positivo que pondera la entrada. @ y R se seleccionan para tener un control lineal 6ptimo tal
que:

k = R'BTP, (16)
donde P es la matriz simétrica definida positiva de nxn que soluciona la ecuacién de Riccatti [17]:

ATP+ PA—-PBR'BTP+Q = 0 (17)

Sustituyendo los siguientes valores en (11), m; = 1, mg = 100, M =100, =1,z =1, g = 10,
las matrices para la gria viajera quedan como:
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01 0 0 0 0
00 101 0 0 0
A_]00 0o 1 0 0
0 0 —1020.1 0 1000 0 |
o0 o0 0 0 1
00 101 0 —101 0
o ) (18)
0
1
100
B=|2
100
0
_0_

Como el par (A, B) es controlable, entonces cualquier retroalimentacién de estado de la
forma u = —kz que estabiliza asintéticamente la aproximacién lineal, también estabiliza
asintoticamente el sistema no lineal original en una vecindad alrededor del punto de equilibrio
en cuestion [18]. Por tanto, las ecuaciones no lineales originales tienen estabilidad local en el
punto de equilibrio. .
 Se proponen valores de elementos de () que ponderan mds a las velocidades angulares 61 y
02 con el fin de tener oscilaciones pequefias y se propone el siguiente valor de R:

10 0 0 0 0
010 0 0 0 0
0 00 10 0 0 0
~ o0 0 100 0 0 |
(19)
00 0 0 10 0
(000 0 0 0 100 |
R = [1.

Considerando lo anterior, el vector de retroalimentacion k que se obtiene es:

k= 10000 20.2999 —1.4474 —4.1842 1.0149 9.8568 |, (20)

y la ubicacion de los polos en lazo cerrado es:

p12 = —0.0505 % 0.0493¢,
p3a = —0.0355 £ 44.94504, 1)
pse = —0.0364 = 3.1699:.

Comparando estos valores caracteristicos en malla cerrada contra los correspondientes en
malla abierta (12) se puede observar que las partes imaginarias de ps a pg se mantienen
practicamente iguales a los de malla abierta. Esto implica que la naturaleza oscilatoria del
sistema original se preserva en el sistema retroalimentado, a pesar de haber sido estabilizado,
con lo que se asegura que el sistema tiene un comportamiento asintéticamente estable.

4. Prefiltros
El precompensador o prefiltro tiene como objetivo reducir los transitorios en el sistema global

de control [19]. Al estar en cascada con el sistema, no tiene ningin efecto sobre la estabilidad
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o la atenuacién de perturbaciones aditivas a la salida; y su dnico objetivo es el de disminuir
la respuesta transitoria. Después del disefio de un controlador retroalimentado que satisface
requerimientos de estabilidad y/o atenuacién de perturbaciones, se agrega un prefiltro que
acondicione adecuadamente la senal de referencia para reducir la respuesta transitoria.

Sea la funcion de transferencia de segundo orden:

Uﬁ

32+25w5+w2;
A (1—-A)esT
+(S>€

h(s) = 5 €0,1). (22)

Aplicando una entrada u (s) = — , la respuesta es:

25676wt

V1—062

Y1 —T){(1—A)

y(t) = |A— Ae™% cos (wyt) — sin (wyt)| - 1(t)

(23)
— (1= A)e =T cos (w, (t —T))

26 (1 — A) e~owt=T)
— sin (w, (t —T))},
donde 1 (t) representa un escalén unitario aplicado en ¢ = 0. Definiendo 7' como el tiempo en
que ocurre el sobrepaso:

T= f(pw. (24)

e igualando los coeficientes de cos (w,t) y cos (w, (t —T)) se obtiene:

(1—-A)exp(—dw (t—T)) = Aexp (—dwt), (25)
donde,

A (1 + exp (\/%» = exp (%) , (26)

y por lo tanto:

1
A= —— 27
1+ M, (27)
—or .
donde M, = exp <m> es el sobrepaso del sistema de segundo orden.

T A 5i Wy
0.069968 seg | 0.500621 | 0.0355 | 44.9450
0.991104 seg | 0.509031 | 0.0364 | 3.1699
63.83266 seg | 0.961659 | 0.0505 | 0.0493

Tabla 1: Valores de los pardmetros del prefiltro.

Aplicando el prefiltro en el sistema mecédnico de la gria viajera, considerando la ubicacién de
los polos en lazo cerrado encontrados (21), se calcula el tiempo 7" de la senial de entrada aplicada.
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De igual manera se obtienen los valores de la amplitud A (27), teniendo en consideracién las
d;,w; = 1,2,...,6, de los polos en lazo cerrado, la tabla 1 muestra estos valores.

5. Resultados

Las simulaciones de la estrategia de control propuesta y del prefiltro se realizaron en Matlab-
Simulink, con los siguientes parametros: M = 100, m; = 1, mg = 100, [y = 1, l = 1,
g =10, f = 1000 y con las siguientes condiciones iniciales (z(0), 2(0),01(0), #1(0), 62(0), 62(0)) =
(0,0,0,0,0,0). Hay que resaltar que no obstante que la ley de control se obtuvo a partir del
modelo linealizado, las simulaciones se efectuaron sobre el modelo no-lineal original.
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Figura 2: Comparacion del comportamiento del desplazamiento usando LQR con y sin prefiltro.
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Figura 3: Comparacion del comportamiento la velocidad usando LQR con y sin prefiltro.

A continuacion se presenta el comportamiento del sistema con la ley de control LQR propuesta
y se compara con el sistema al aplicar el prefiltro para apreciar el desempeno en ambos casos.
La figura 2 compara el desplazamiento de la grua con el control LQR propuesto con y sin el
prefiltro. Se puede apreciar que el sistema converge al valor establecido y que el prefiltro reduce
los transitorios que se observan con el control LQR.
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En la figura 3 se presenta la comparacion del comportamiento de la velocidad del sistema, de
manera similar se reducen los transitorios. En las figuras 4 y 5 se presentan respectivamente, el
comportamiento de 61 y el de su velocidad.
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Figura 4: Comparacién del comportamiento de 61 usando LQR con y sin prefiltro.
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Figura 5: Comparacién del comportamiento de la velocidad de 6; usando LQR con y sin prefiltro.

El comportamiento de 05 y de su velocidad se muestran en las figuras 6 y 7, respectivamente.

De los resultados se concluye que el control LQR propuesto permite controlar el sistema
mecanico de la gria viajera y que la técnica del empleo de prefiltros redujo las oscilaciones de
la respuesta transitoria del sistema. Es importante mencionar que el prefiltro requiere que el
sistema se haya estabilizado previamente mediante algin controlador en malla cerrada.

6. Conclusiones
En este trabajo se realizé el estudio del sistema mecdnico nonebbl@id@@englishid@@english

subactuado de la gria viajera constituida por un carro sobre una plataforma horizontal y un
péndulo doble que se traslada de un punto inicial a otro final. Se obtuvo el modelo dindmico del
sistema mediante ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales y se disenié una ley de control

135



G. Bonilla Mota, et al. Modelado y control de una gria movil con tres grados de libertad...

Posicién de Theta 2

0.4
TR Sin Prefiltro
ST
0.2 D0t g d
‘\‘:‘\‘::‘v”“,f““\“\“‘\"\”“””MM‘
pa m“m” U ‘\ \HHMHH“\’\“H‘\V
[ [T AN [AF I
e Ly M nhras
TRLN
§
| Tl
E -0.2 Con Prefiltro
°
>
2 -04
<<
iy f
iy
_06ph
“M
\HH
!
-0.8p
d
4 N N N N N
0 20 40 60 80 100 120
Tiempo [s]

Figura 6: Comparacién del comportamiento de 62 usando LQR con y sin prefiltro.
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Figura 7: Comparacién del comportamiento de la velocidad de 85 usando LQR con y sin prefiltro.

LQR a partir del sistema linealizado. Ademads, se introdujo un prefiltro o precompensador en el
sistema no lineal y se realizé una comparacion de la estrategia de control con y sin prefiltro para
determinar el desempeno del sistema. Los resultados obtenidos demuestran que el movimiento
del péndulo doble logré controlarse. Por otra parte, el comportamiento del sistema original
mejor6 con el prefiltro, ya que se redujeron las oscilaciones en la respuesta del sistema. Por
tanto, los prefiltros son una alternativa que se puede agregar a una ley de control estabilizante
para mejorar su respuesta transitoria.
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