1. Introduccion S = A\

Para cualquier matriz real A, «,,, Lanczos [1] cons-
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Resumen

Para una matriz A, x,, se expone su Descomposicion del Valor Singular (SVD), mostrandose con pre-
cisién en qué subespacios A estd activada, lo cual conduce de manera natural a la pseudoinversa de
Moore-Bjenhammar-Penrose. Se estudia la compatibilidad del sistema lineal asociado con A y también se
analiza la unicidad de la correspondiente solucién. Nuestro enfoque conduce a la clasificacion de sistemas
lineales introducida por Lanczos y establece que la mencionada pseudoinversa proporciona la solucién de
Minimos Cuadrados para sistemas sobre-determinados (n > m).

Palabras Claves: Descomposicion del valor singular, matriz inversa natural, método de minimos cuadrados.

Abstract

It is presented the Singular Value Decomposition (SVD) for a matrix A, «,,, with its subspaces of activa-
tion which leads in natural manner to pseudoinverse of Moore-Bjenhammar-Penrose. Here is studied the
compatibility of the linear system associated with A and the unicity of the corresponding solution. This
approach implies the Lanczos classification for linear systems and shows that the mentioned pseudoinverse
gives the least squares solution for over-determined systems (n > m).

Keywords: Singular value decomposition, natural inverse matrix, method of least squares.
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en donde todos los valores propios son reales, porque

S es real y simétrica. Ademas:

truye la matriz simétrica:

*

0 A rankA = p = No. de eigenvalores positivos,
S(n+m)><(n+m) = T (D
AT 0 recorddandose que:

y resuelve su problema de eigenvalores:

1<p<min (n,m)
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Entonces los valores singulares o multiplicadores
canénicos, llamados asi por Picard [2]] y Sylvester [3]
respectivamente, siguen el esquema:

)‘1a)‘25'"7)‘P7_)\1a_)‘27"'7_)‘177070""a07 (5)
es decir,
A = 0 tiene multiplicidad n + m — 2p 6)

Sélo en el caso p = n = m existe la posibilidad de
que no aparezca el eigenvalor nulo.

Los vectores propios de S, que Lanczos llama ejes
esenciales, pueden escribirse en la forma:

. U
Wn+m)x1 = )

(N

<L

entonces (I), (2) implican el Problema de Eigenvalo-
res Modificado:

®)

o o T o o
AnX'rrbval = )\Unxla Arm><nun><1 = >\U7n><17

es decir

AT A7 = N5, AAT@ = \2a, 9)
siendo de especial interés los vectores asociados con

los eigenvalores positivos porque permiten introducir
las matrices:

Unxp = (WU . UPp) , Vinxp = (0103...0p), (10)
verificando

UTU = VTV = Ly, (11)
debido a la ortonormalidad

;" in, = 03T = O, (12)

Por lo tanto, &7 & = 20,5,k = 1,2,...,p. Asi,
la importante SVD (Singular Value Decomposition) ex-
presa [ 1,/4-6] que A es el producto de tres matrices:

Anxm - Unprpoij;mn

13)

con

A:Dzag ()\1,)\2,,/\1,) (14)

Obsérvese que en |13|y|14]s6lo participan los valores

singulares positivos, es decir, en la construccién de A

no se necesita informacién relacionada con el eigenva-

lor cero. En la Sec. 3 se muestra que A = 0 permite

estudiar la existencia y unicidad de las soluciones de un
sistema lineal asociado con A.
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Este enfoque de Lanczos es semejante [7]] al de Sch-
midt 8] y Jordan [9}{10]], de hecho, de éste, Sylvester [3]
y Beltrami [11] pueden considerarse los descubridores
de 1a SVD [[12]], y existe amplia literatura [[I3-H21] sobre
esta factorizaciéon matricial y sus aplicaciones.

En la Sec. @] se efectda un estudio detallado de los
vectores propios &j, j = 1,...n + m correspondientes
a los eigenvalores [5]], lo cual conduce a los subespacios
de activacion de A y a la pseudoinversa de Moore [22]
-Bjerhammar [23]] -Penrose [[24]]. La Sec. 3 estd dedica-
da al andlisis de la compatibilidad de sistemas lineales,
con especial énfasis en la importante participacién del
valor singular cero y de sus correspondientes eigenvec-
tores. La Sec. 4 concierne a la SVD aplicada, via la
pseudoinversa [2526]], al problema de Minimos Cua-
drados [27.128]].

2. Subespacios de activacion de A y matriz inversa
natural

De acuerdo a[9] los vectores propios asociados a los
eigenvalores positivos satisfacen:

Ay = Ay, ATa; = MNog, j=1,...  (15)
de donde
A(=03) = (=N) g, ATd; = (=X)) (=75)  (16)
es decir
iy U},
g A k
s Uk,
implica
iy Uy
sl ==xn | " (17)
—Uk —Uk
: uj uj
Entonces los eigenvectores y , CO-
U} —vj
rresponden a los valores propios Ap,..., A, y a
—A1, ..., —Ap, Tespectivamente, dando asi un total de

2p vectores propios de S no relacionados al eigenva-
lor cero. De [6] se observa la existencia de n +m — 2p
eigenvectores ligados al valor_propio nulo, que se de-
notaran por ., verificandose B y @ con A =0:
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Uuj
Wi=|0|[,ATa; =0, j=1,...n—p (18)
0
Gn-pre=| | (19)
0
i
Av;k:(i, k=1,....,m—p.

Las con_dicionespueden multiplicarse por Ay AT,
asi u; y vy, son eigenvectores de las matrices de Gram
AAT y AT A:

(AAT) =0, o =0, (20

nxn

(A74)

mXxXm
y como cada una de ellas ya tiene p vectores propios
para Ai,..., A\, (véase E[)), entonces sélo existen n — p
y m — p vectores u? y o, que pueden seleccionarse
nortonormales:

N\T .
(6) @ =0 i=0y, QD

es decir, @’fw'}c = i, de modo que {i;} y {¥}} son
bases para el Kernel A” y el Kernel A, respectivamente.

Si en [I7) se emplea [I3] [SVD de A] se obtiene
VAU Tuj =0, que al multiplicar por la izquierda con
A=W,y recordando 11} da la condicién de compati-
bilidad:

- (1
v =% T, = o, 22)
r=1,...,p, j=1,...n—p
es decir,
ColUL iy, k=1,...n—p (23)

De forma similar, al utilizar la SVD en[T9]y multiplicar
por A=1UT, resulta que:

VT, = 0,57, =0, (24)
donder=1,...,p, k=1,...m—p
. ColV 1, j=1,...m—p. (25)

Es conveniente hacer dos observaciones:

1. Con la importante expresion A = UAV T es cla-
ro que las matrices U,V y A permiten construir
A, pero al respecto puede lograse mds precision
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concentrdndose en la estructura de A y su trans-
puesta:

A= (di...ay), AT=(4...¢,), (26)

en donde (dj), .., ¥ (Ck),,; son las correspon-
dientes columnas. Entonces con [I] pueden obte-
nerse las expresiones:

(4)

a; = My Uy + ..+ )\pvzgj)u}', o7
G = Alugk)v] +... .+ /\puz(,k)v;,,
donde j =1,....,myk=1,...,n con la no-
tacion:
vﬁj ) = Componente j del vector v;., (28)

y andlogamente para u( ) Nétese que .’ son
las filas de A. De[50]se desprenden las igualdades
de subespacios

ColA = ColU, FilA = ColV, (29)
y como dimCol U = dimCol V = p, se
concluye que:

rankA = dim ColA = dimFilA=p (30)
lo cual justifica 3]

. Se tiene el teorema de rango-nulidad [28H30]:

dim(KernelA) + rankA=m,  (31)

que en unién de [30]implica dim (Kernel A) =

m — p, por esta razén existen (m — p) vectores
T cumpliendo Similarmente,

dim(Kernel AT) + rank AT = n, (32)

y como rankAT = rankA = p, entonces
dim(Kernel AT) = n — p en armonia con los
(n — p) vectores ﬁj verificando

Si A, ., actia sobre un vector arbitrario
Z € E,, produce un vector § €F,,, y en general
se tendran las descomposiciones:

J=i+Zcu, (33)
en donde

Z € Kernel A,
Az =0, g?TfCV =0,
Q’G Kernel A, yov € Col U,
Ay =0, j% v =0,

Zoy € Col V,

(34)
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entonces se dice que A estd activada en los
subespacios Col Uy Col V.

(19)

Por lo tanto AZ =" AZcy = ¥, asi en la constru-
ccion de ¢ se pierde la informacién concerniente a &,
lo cual imposibilita recuperar & a partir de ¢/, es decir,
no existe una “matriz inversa’ que actiie sobre ¥ para
dar #. Sin embargo, cuando ¥ = 0A y= 0 sies posi-
ble implementar una “matriz inversa natural”, llamada
asi por Lanczos, la cual coincide con la pseudoinversa
de Moore [22]-Bjerhammar [23]- Penrose [24]:

”Toda matriz A, «,, restringida a sus subespacios
de activacién, siempre es invertible”.

(35)
En efecto, sea £ un vector arbitrario en Col V:
T=qU + ...+ qpip, (36)
entonces por 8
Af = @ity + ..+ gpptiy, = 9E€CIL U, (37)

y ahora se busca la inversa natural A;\,lm x n tal que:

Ay =i (38)
0 mds generalmente:
AV AZ =&, VZeColV,
e e (39)
AAG =1, VyeClolU,

Si en [37] se aplica la descomposicién [I3] resulta la
inversa:

Ajraxn = VinxpBoxpUpxn (40)

que permite verificar [38]y 40} Ademds,
implican:

(VVT) & =& Vi e ColV,
(UUT) § = i Vij €ColU.
Asi @] es cierto, cualquier matriz es invertible den-

tro de sus subespacios de activacién. Con 40|es sencillo
comprobar las propiedades

(41)

AAG A=A, AV AAY = A,
(A43)" = 447! (4374)" = A4

las cuales caracterizan a la pseudoinversa de Moore-
Bjerhammar-Penrose, es decir, la matriz inversa de es-

tos autores coincide con la inversa natural obtenida
por Lanczos [1,[4H6].

(42)
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En la factorizacién |11] aportada por la técnica SVD
s6lo participan los valores propios positivos de S, ahi no
estd la presencia explicita de los vectores i; y ¥} aso-
ciados con el eigenvalor nulo, entonces es natural pre-
guntar qué papel desempefia la informacidn relacionada
con A = 0. En la Sec. 3 se estudian sistemas lineales
en donde A es la correspondiente matriz de coeficien-
tes, probandose que los i; permiten investigar la com-
patibilidad de dichos sistemas, y en caso de éstos ser
consistentes entonces con los 7, se analiza la unicidad
de la solucién. En otras palabras, el eigenvalor cero no
participa si el interés sélo radica en A como operador
algebraico y en su factorizacion; pero A = 0 es relevan-
te cuando A actda como matriz de coeficientes de un
sistema lineal.

3. Compatibilidad de sistemas lineales

Un sistema lineal de n ecuaciones con m incégnitas
puede representarse en la forma matricial:

(43)

con Z el vector incégnita y b el vector de resultados,
en donde la descomposmon implica UAVTF = b
que al multiplicar con uj da las importantes condicio-
nes de compatibilidad:

Apxm@mx1 = bnx1,

U b=ub=0j=1,...n—p, (44)

porque de se tiene que todo ﬁ'j es ortogonal a
Col U. Asf se tiene que el sistema [44] es compatible (o
consistente), es decir, admite solucion (pon 0 sin uni-
cidad) si es perpendicular a todos los #; que son so-
luciones independientes del sistema adjunto A7% = 0,
(véase [L8). Por lo tanto

AZ = b es consistente si b € Col U (45)

que es la formulacién tradicional [6] de la condicién
de compatibilidad para un sistema lineal dado. Con K5
es claro que A y la matriz aumentada (Ab) tienen el
mismo espacio columna debido a[29]

ColA = Col (AE) — Col U, 46)

es por eso que en los libros [28]] se encuentra que:

A7 =bes compatible si rank A = rank (Al;) 47

-

Si be Col U, entonces:

—

b=bWa; + - + P, (48)
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debido a[I3] tal que

- b pP)
Q:Tlvl+"'+TpUp7 (49)
que al sustituir en 3] implica:
A (;? - Q’) -0 (50)

Las soluciones de [50] constituyen el Kernel, que de
acuerdo a[3T]tiene dimensién m — p, asi[50|tiene como
Unica solucién al vector cero cuando p = m, es decir,
cuando rank A coincide con el nimero de incégnitas,
no existen vectores 51@ 756, verificando Aﬁ’k =0, (véase
[19). En consecuencia:

El sistema compatible AZ = b tiene solucion tinica
s6lo cuando p = m,

61Y)
ademds (recuérdese la notacién en [28):

1

7= =q (52)
T

; p(H) - p(P) i,
" ﬂcT:Q():/\—lvl ++TI)UI()),
utilizdndose 49| Pero los w; son ortonormales porque

verifican , asi de 48| es inmediato que b*) = bij,,
entonces por [52]las incégnitas del sistema lineal 43| son
dadas por:

—

. =bin, r=1,...,m (53)
en donde:
L MO
ty= =il + ...+ ——1pe Col U  (54)
A Ap

Se hace notar que una vez realizada la SVD de A, los
m vectores 1, quedan completamente determinados, y
por[53]el valor de cada incégnita se obtiene al proyectar
b sobre cada Vector Por lo tanto, be ColU garantiza
que [43] tiene solucién, la cual es dnica sélo si p=m y
esta dada por [53]

Ademds, d se observa que la solucién & = Q
implica que ZeCol V', entonces se tiene que el sistema
Az = ben donde 7 y b estdn totalmente inmersos en
Col V' y Col U, respectivamente, es decir, ¥ y b per-
tenecen a los subespacios de activacién de A, y por lo
efectuado en (19) existe la inversa natural Aﬁl tal que:

T= AI_\/ll;: memA;leng;xng; p=m
p(D
p(1) &=
=VA~! =V
m p™)
b( ) A’"l

(1) 1 (m) 1 (55)
NN INGY

b (m) blm) | (m)
B S

en completo acuerdo con[52] Los vectores[54]son im-
portantes porque su producto interno con b resuelve
via (28.c), sin embargo, también son notables porque
permiten construir la inversa natural:

Af\,lm X n = (511?'2 . .fm)T , p=m. (56)

Lanczos [|6] considera tres situaciones:
I. n<m
El sistema lineal es sub-determinado porque
tiene mds incdgnitas que ecuaciones, y por [ es
claro que no es posible p=m, en consecuencia,
si 43| es compatible entonces su solucién carece
de unicidad.
2.n=m
Aqui existe igualdad en el nimero de ecuacio-
nes y de incdgnitas, y el sistema posee solucién
unica cuando p=m que equivale a det A#0,y
la correspondiente solucidén es obtenible aplican-
do los diversos métodos tradicionales. Nétese que
en este caso también p=n, por lo que no existen
ﬁ'ﬁéa ,asi b eCol U y el sistema es automati-
camente consistente.
3.n>m
El sistemad3]es sobre-determinado porque hay
mds ecuaciones que incégnitas, y por [] si puede
presentarse p=m para solucién tnica si el siste-
ma es compatible. En la Sec. 4 se implementa la
SVD, mediante la AEI , para resolver el proble-
ma de Minimos Cuadrados via Algebra Lineal, lo
cual corresponde a un sistema fuertemente sobre-
determinado.
Por todo lo anterior, es inmediata la Clasificacion de
Sistemas Lineales introducida por Lanczos [6]:
spacing
* Libre y completo: p = n = m; solucién tnica
* Restringido y completo: p = m < n; solucién
dnica, sobre-determinado
* Libre e incompleto: p = n < m; solucién sin
unicidad, sub-determinado
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* Restringido e incompleto: p < nyp < m; solu-
cién né uUnica
con los significados: spacing
* Libre: Las condiciones se satisfacen trivial-
mente. N
* Restringido: Es necesario verificar que b ¢ ColU.
* Completo: La solucién tiene unicidad.
* Incompleto: La solucién no es unica.
Cuando p#m, el sistema homogéneo AV = 6>
tiene las soluciones no-triviales vk , entonces de se
concluye que la solucién de |43| carece de unicidad:

T=Q+Ci01+ ...+ CrnepUm—p,
porque las C} son constantes arbitrarias.

(57)

4. Minimos cuadrados via la matriz inversa natural

Aqui se muestra como formular matricialmente el
Meétodo de Minimos Cuadrados de Gauss-Legendre
[31], en donde el conjunto de datos (zk, bx), k=1,..., n,
debe ajustarse a cierta relacion funcional entre las varia-
bles z y b, por ejemplo, supéngase que dicha conexién
es lineal:

(58)
con x1 y 2 cantidades a determinar minimizando el
error cuadratico:

1+ 202z = D,

E=>(z1+za2 — bi)?, (59)

1

lo cual significa que g—ﬁ = g—i = 0, resultando las
conocidas expresiones:
n n

ney w2y 2=y by (60)

k=1 k=1

n n n

2
X1 sz —&-msz = Zbkzk 61)
k=1 k=1 k=1

que permiten obtener los pardmetros 1 y Zo.

Las relaciones [60] y [61] pueden deducirse matricial-
mente sin minimizar explicitamente el error cuadrético
[59] en efecto, la conexion [58]debe ser satisfecha por los
datos (z, by):

T1 + 2122 = b1, 1 + 2222
= bo, .. (62)
generdndose asi un sistema lineal de n ecuaciones

para las incégnitas x; y xs, que en general es sobre-
determinado, el cual acepta la forma matricial 43}

2 T1+ 2nTo = bn7
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1 z1 b1

1 2 1 by
=1 (63)

To :

1z, b,

En [63]se tiene p = m = 2<n, por lo que este sistema
es completo y restringido en la clasificacién de Lan-
czos, entonces posee solucion Unica si es compatible, y
esto se logra si be Col U, asi que puede plantearse el
problema:

AZ=b,, b=bg+by; (64)

en donde b se ha descompuesto en sus partes
b_(;J_ ColUy b;e Col U. Enlos vectores Ty b; estan
totalmente inmersos en Col V'y Col U, respectivamen-
te, que son los subespacios de activacién de A, enton-
ces la inversa natural de Moore-Bjerhammar-Penrose-
Lanczos da la solucién tnica de

=AYy = VAT (5 5)
= VA 'UTh, (65)

porque boL Col Ues decir

i = Ajtbo = VATTUTD, (66)
resuelve [64]
Ademis, de la SVD para A se tiene que A = UAVT
y AT = VAUT | ast:

ATA=vA2VT (67)

entonces al multiplicar ] por la izquierda con
VA2VT resulta

AT Az = AT, (68)

que es la formulaciéon matricial del Método de Minimos
Cuadrados. En efecto, si en [68] se sustituye A:
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1z
11 ...1 1 2o 1
21 22 Zn T2
1z,
b1
1 1...1 ba
- 1. ©9
21 2o Zn :
bn,
n Shy 2k T
Dkt Pk D1 % T2
_ Zzzlbk . (70)

> e brzk

que es precisamente el conjunto de ecuaciones [60) -
del enfoque tradicional de este importante algoritmo
de Gauss-Legendre.

Al comparar |63[ con |68| se observa que en AZ¥ = b
la falta de compatibilidad se remedié multiplicando por
AT, para asi obtener un sistema consistente cuya so-
lucién tnica coincide con la del Método de Minimos
Cuadrados. Ademds, establece que tal solucién es pro-
porcionada por la inversa natural Ax,l [23L127]).

5. Conclusiones

Siempre ha existido interés en discretizar operado-
res continuos, diferenciales o integrales, por ejemplo,
Bernoulli [32]] (cuerda), Euler [33]] (ecuaciones varia-
cionales), Lagrange [34] (sonido), Rayleigh [35] (vi-
braciones actsticas y eldsticas, expansiones ortogona-
les) y Fredholm [36] (ecuaciones integrales). En opi-
nién de Carathéodory, esta publicacién de Euler [[33[37]
es uno de los mas bellos trabajos matematicos. Fred-
holm probd que una ecuacién integral, del tipo que aho-
ra lleva su nombre, podia discretizarse asocidndole una
matriz nn con determinante no-nulo, y sus resultados
quedaron fundamentados gracias a Schmidt [8]] (enfo-
que analitico) y a Hilbert [38] (enfoque geométrico),
en donde la teoria de ecuaciones integrales se reduce al
estudio del problema de ejes principales de una super-
ficie cuadritica en En, para después hacer que n — oo.
Hellinger-Toeplitz [39]] opinaron que, en general, no era
posible discretizar ecuaciones integrales de tipo distinto
al de Fredholm, lo cual corresponde al caso Anm . Sin
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embargo, Lanczos [6] mostré que la SVD proporciona
una plataforma universal para el andlisis de operado-
res diferenciales o integrales, sin importar su tipo o las
condiciones de frontera involucradas. Asi, es util tener
una detallada exposicién de la SVD, como la aqui rea-
lizada, que permita una mejor comprension de los ope-
radores diferenciales o integrales relevantes en Fisica e
Ingenieria.
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