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Resumen

Para una matriz An×m se expone su Descomposición del Valor Singular (SVD), mostrándose con pre-
cisión en qué subespacios A está activada, lo cual conduce de manera natural a la pseudoinversa de
Moore-Bjenhammar-Penrose. Se estudia la compatibilidad del sistema lineal asociado con A y también se
analiza la unicidad de la correspondiente solución. Nuestro enfoque conduce a la clasificación de sistemas
lineales introducida por Lanczos y establece que la mencionada pseudoinversa proporciona la solución de
Mı́nimos Cuadrados para sistemas sobre-determinados (n > m).

Palabras Claves: Descomposición del valor singular, matriz inversa natural, método de mı́nimos cuadrados.

Abstract

It is presented the Singular Value Decomposition (SVD) for a matrix An×m, with its subspaces of activa-
tion which leads in natural manner to pseudoinverse of Moore-Bjenhammar-Penrose. Here is studied the
compatibility of the linear system associated with A and the unicity of the corresponding solution. This
approach implies the Lanczos classification for linear systems and shows that the mentioned pseudoinverse
gives the least squares solution for over-determined systems (n > m).

Keywords: Singular value decomposition, natural inverse matrix, method of least squares.

1. Introducción

Para cualquier matriz real An×m, Lanczos [1] cons-
truye la matriz simétrica:

S(n+m)×(n+m) =

 0 A

AT 0

 (1)

y resuelve su problema de eigenvalores:

S~ω = λώ (2)

en donde todos los valores propios son reales, porque
S es real y simétrica. Además:

rankA = p = No. de eigenvalores positivos, (3)

recordándose que:

1≤p≤m ı́n (n,m) (4)
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Entonces los valores singulares o multiplicadores
canónicos, llamados ası́ por Picard [2] y Sylvester [3]
respectivamente, siguen el esquema:

λ1, λ2, . . ., λP ,−λ1,−λ2, . . .,−λp, 0, 0, . . ., 0, (5)

es decir,

λ = 0 tiene multiplicidad n+m− 2p (6)
Sólo en el caso p = n = m existe la posibilidad de

que no aparezca el eigenvalor nulo.
Los vectores propios de S, que Lanczos llama ejes

esenciales, pueden escribirse en la forma:

~ω(n+m)×1 =

~u
~v

 , (7)

entonces (1), (2) implican el Problema de Eigenvalo-
res Modificado:

An×m~vm×1 = λ~un×1, ATm×n~un×1 = λ~vm×1, (8)

es decir

ATA~v = λ2~v, AAT~u = λ2~u, (9)
siendo de especial interés los vectores asociados con
los eigenvalores positivos porque permiten introducir
las matrices:

Un×p = ( ~u1 ~u2. . . ~uP ) , Vm×p = (~v1 ~v2. . . ~vp) , (10)

verificando

UTU = V TV = Ip×p, (11)
debido a la ortonormalidad

~uj
T ~uk = ~vj

T ~vk = δjk , (12)
Por lo tanto, ~ωTj ~ωk = 2δjk , j, k = 1, 2, . . ., p. Ası́,

la importante SVD (Singular Value Decomposition) ex-
presa [1, 4–6] que A es el producto de tres matrices:

An×m = Un×pΛp×pV
T
p×m, (13)

con

Λ = Diag (λ1, λ2, . . ., λp) (14)
Obsérvese que en 13 y 14 sólo participan los valores

singulares positivos, es decir, en la construcción de A
no se necesita información relacionada con el eigenva-
lor cero. En la Sec. 3 se muestra que λ = 0 permite
estudiar la existencia y unicidad de las soluciones de un
sistema lineal asociado con A.

Este enfoque de Lanczos es semejante [7] al de Sch-
midt [8] y Jordan [9,10], de hecho, de éste, Sylvester [3]
y Beltrami [11] pueden considerarse los descubridores
de la SVD [12], y existe amplia literatura [13–21] sobre
esta factorización matricial y sus aplicaciones.

En la Sec. 2 se efectúa un estudio detallado de los
vectores propios ~ωj , j = 1, . . .n+m correspondientes
a los eigenvalores [5], lo cual conduce a los subespacios
de activación de A y a la pseudoinversa de Moore [22]
-Bjerhammar [23] -Penrose [24]. La Sec. 3 está dedica-
da al análisis de la compatibilidad de sistemas lineales,
con especial énfasis en la importante participación del
valor singular cero y de sus correspondientes eigenvec-
tores. La Sec. 4 concierne a la SVD aplicada, vı́a la
pseudoinversa [25, 26], al problema de Mı́nimos Cua-
drados [27, 28].

2. Subespacios de activación de A y matriz inversa
natural

De acuerdo a 9, los vectores propios asociados a los
eigenvalores positivos satisfacen:

A~vj = λj ~uj , AT ~uj = λj ~vj , j = 1, . . . (15)

de donde

A (−~vj) = (−λj) új , AT ~uj = (−λj) (−~vj) (16)

es decir

S

 ~uk

~vk

 = λk

 ~uk

~vk


implica

S

 ~uk

− ~vk

 = −λk

 ~uk

− ~vk

 . (17)

Entonces los eigenvectores

 ~uj

~vj

 y

 ~uj

−~vj

 , co-

rresponden a los valores propios λ1, . . ., λp y a
−λ1, . . .,−λp, respectivamente, dando ası́ un total de
2p vectores propios de S no relacionados al eigenva-
lor cero. De 6 se observa la existencia de n+m− 2p
eigenvectores ligados al valor propio nulo, que se de-
notarán por ~̇ωr, verificándose 8 y 9 con λ = 0:

13
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~̇ωj =


~̇uj

0
...

 , AT ~̇uj = ~0, j = 1, . . ., n− p (18)

~̇ω(n−p)+k =


0
...

0

~̇vk

 , (19)

A ~̇vk = ~0, k = 1, . . .,m− p.
Las condiciones 19 pueden multiplicarse porA yAT ,

ası́ ~̇uj y ~̇vk son eigenvectores de las matrices de Gram
AAT y ATA:

(
AAT

)
n×n ~̇uj = ~0,

(
ATA

)
m×m ~̇vk = ~0, (20)

y como cada una de ellas ya tiene p vectores propios
para λ1, . . ., λp (véase 9)), entonces sólo existen n− p
y m − p vectores ~̇uj y ~̇vk, que pueden seleccionarse
nortonormales:(

~̇uj

)T
~̇ur = δjr , ~̇vTk ~̇vr = δkr , (21)

es decir, ~̇ωTj ~̇ωk = δjk , de modo que {~̇uj} y {~̇vk} son
bases para el Kernel AT y el Kernel A, respectivamente.

Si en 17 se emplea 13 [SVD de A] se obtiene
VΛUT ~̇uj = ~0, que al multiplicar por la izquierda con
Λ−1V T , y recordando 11, da la condición de compati-
bilidad:

UT ~̇uj = ~0
(10)⇒ ~uTr ~̇uj = 0, (22)

r = 1, . . ., p, j = 1, . . ., n− p
es decir,

Col U⊥ ~̇uk, k = 1, . . ., n− p (23)

De forma similar, al utilizar la SVD en 19 y multiplicar
por Λ−1UT , resulta que:

V T ~̇vk =
−→
0 , ~vTr ~̇vk = 0, (24)

donde r = 1, . . ., p, k = 1, . . .,m− p.

∴ ColV⊥~̇vj , j = 1, . . .,m− p. (25)

Es conveniente hacer dos observaciones:
1. Con la importante expresión A = UΛV T es cla-

ro que las matrices U, V y Λ permiten construir
A, pero al respecto puede lograse más precisión

concentrándose en la estructura de A y su trans-
puesta:

A = ( ~a1. . . ~am) , AT = (~c1. . . ~cn) , (26)

en donde (~aj)n×1 y (~ck)m×1 son las correspon-
dientes columnas. Entonces con 1 pueden obte-
nerse las expresiones:

~aj = λ1v
(j)
1 ~u1 + . . .+ λpv

(j)
p ~up

~ck = λ1u
(k)
1 ~v1 + . . .+ λpu

(k)
p ~vp,

(27)

donde j = 1, . . .,m y k = 1, . . ., n con la no-
tación:

v(j)r = Componente j del vector ~vr, (28)

y análogamente para u(k)r . Nótese que ~ck
T son

las filas de A. De 50 se desprenden las igualdades
de subespacios

ColA = ColU,FilA = ColV, (29)
y como dimCol U = dimCol V = p, se

concluye que:

rankA = dimColA = dimFilA = p (30)

lo cual justifica 3.
2. Se tiene el teorema de rango-nulidad [28–30]:

dim(KernelA) + rankA = m, (31)
que en unión de 30 implica dim(KernelA) =

m − p, por esta razón existen (m − p) vectores
~̇vk cumpliendo 19. Similarmente,

dim(KernelAT ) + rankAT = n, (32)

y como rankAT = rankA = p, entonces
dim(KernelAT ) = n − p en armonı́a con los
(n− p) vectores ~̇uj verificando 18.

Si An×m actúa sobre un vector arbitrario
~x ∈ Em produce un vector ~y ∈En, y en general
se tendrán las descomposiciones:

~x = ~̇x+ ~xCV , ~y = ~̇y + ~xCU , (33)
en donde

~̇x ∈ Kernel A, ~xCV ∈ Col V,

A~̇x = ~0, ~̇xT~xCV = 0,

~̇y ∈ Kernel A, ~yCV ∈ Col U,

A~̇y = ~0, ~̇yT~yCU = 0,

(34)
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entonces se dice que A está activada en los
subespacios Col U y Col V.

Por lo tanto A~x
(10)⇒ A~xCV = ~y, ası́ en la constru-

cción de ~y se pierde la información concerniente a ~̇x,
lo cual imposibilita recuperar ~x a partir de ~y, es decir,
no existe una ”matriz inversa”que actúe sobre ~y para
dar ~x. Sin embargo, cuando ~̇x = ~0 ∧ ~̇y = ~0 sı́ es posi-
ble implementar una ”matriz inversa natural”, llamada
ası́ por Lanczos, la cual coincide con la pseudoinversa
de Moore [22]-Bjerhammar [23]- Penrose [24]:

”Toda matriz An×m, restringida a sus subespacios
de activación, siempre es invertible”.

(35)

En efecto, sea ~x un vector arbitrario en Col V:

~x = q1~v1 + . . .+ qp~vp, (36)

entonces por 8:

Ax́ = q1λ1ú1 + . . .+ qpλpúp = ý∈Col U, (37)

y ahora se busca la inversa natural A−1
N m×n tal que:

A−1
N ý = x́, (38)

o más generalmente:

A−1
N A~x = ~x, ∀~x∈ColV,

AA−1
N ~y = ý, ∀~y∈Col U,

(39)

Si en 37 se aplica la descomposición 13 resulta la
inversa:

A−1
Nm×n = Vm×pΛ

−1
p×pU

T
p×n (40)

que permite verificar 38 y 40. Además, (11, 13, 39,
40) implican:

(
V V T

)
~x = ~x ∀~x ∈ ColV,(

UUT
)
~y = ~y ∀~y ∈ColU.

(41)

Ası́ 35 es cierto, cualquier matriz es invertible den-
tro de sus subespacios de activación. Con 40 es sencillo
comprobar las propiedades 39:

AA−1
N A = A, A−1

N AA−1
N = A−1

N ,(
AA−1

N

)T
= AA−1

N ,
(
A−1
N A

)T
= A−1

N A
(42)

las cuales caracterizan a la pseudoinversa de Moore-
Bjerhammar-Penrose, es decir, la matriz inversa de es-
tos autores coincide con la inversa natural 40 obtenida
por Lanczos [1, 4–6].

En la factorización 11 aportada por la técnica SVD
sólo participan los valores propios positivos de S, ahı́ no
está la presencia explı́cita de los vectores ~̇uj y ~̇vk aso-
ciados con el eigenvalor nulo, entonces es natural pre-
guntar qué papel desempeña la información relacionada
con λ = 0. En la Sec. 3 se estudian sistemas lineales
en donde A es la correspondiente matriz de coeficien-
tes, probándose que los ~̇uj permiten investigar la com-
patibilidad de dichos sistemas, y en caso de éstos ser
consistentes entonces con los ~̇vk se analiza la unicidad
de la solución. En otras palabras, el eigenvalor cero no
participa si el interés sólo radica en A como operador
algebraico y en su factorización; pero λ = 0 es relevan-
te cuando A actúa como matriz de coeficientes de un
sistema lineal.

3. Compatibilidad de sistemas lineales

Un sistema lineal de n ecuaciones con m incógnitas
puede representarse en la forma matricial:

An×m~xm×1 = ~bn×1, (43)

con ~x el vector incógnita y ~b el vector de resultados,
en donde la descomposición 11 implica UΛV T~x = ~b
que al multiplicar con ~̇uTj da las importantes condicio-
nes de compatibilidad:

~̇uj ·~b = ~̇uTj
~b = 0j = 1, . . ., n− p, (44)

porque de 23 se tiene que todo ~̇uj es ortogonal a
Col U . Ası́ se tiene que el sistema 44 es compatible (o
consistente), es decir, admite solución (con o sin uni-
cidad) si es perpendicular a todos los ~̇uj que son so-
luciones independientes del sistema adjunto AT~u = ~0,
(véase 18). Por lo tanto

A~x = ~b es consistente si ~b ∈ Col U (45)

que es la formulación tradicional [6] de la condición
de compatibilidad para un sistema lineal dado. Con 45
es claro que A y la matriz aumentada (A~b) tienen el
mismo espacio columna debido a 29

ColA = Col
(
A~b
)

= Col U, (46)

es por eso que en los libros [28] se encuentra que:

A~x = ~b es compatible si rankA = rank
(
A~b
)

(47)

Si ~b∈Col U , entonces:

~b = b(1)~u1 + · · ·+ b(p)~up, (48)
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debido a 15, tal que

~Q =
b(1)

λ1
~v1 + · · ·+ b(p)

λp
~vp, (49)

que al sustituir en 43 implica:

A
(
~x− ~Q

)
= ~0. (50)

Las soluciones de 50 constituyen el Kernel, que de
acuerdo a 31 tiene dimensión m− p, ası́ 50 tiene como
única solución al vector cero cuando p = m, es decir,
cuando rank A coincide con el número de incógnitas,
no existen vectores ~~vk 6=~0, verificando A~̇vk = ~0, (véase
19). En consecuencia:

El sistema compatible A~x = ~b tiene solución única
sólo cuando p = m,

(51)

además (recuérdese la notación en 28):

~x =


x1
...

xm

 = ~Q (52)

∴ xr = Q(r) =
b(1)

λ1
v
(r)
1 + . . .+

b(p)

λp
v(r)p ,

utilizándose 49. Pero los ~uj son ortonormales porque
verifican 12, ası́ de 48 es inmediato que b(k) = ~b· ~uk,
entonces por 52 las incógnitas del sistema lineal 43 son
dadas por:

xr = ~b·~tr, r = 1, . . .,m (53)

en donde:

~tr =
v
(r)
1

λ1
~u1 + . . .+

v
(r)
p

λp
~upε Col U (54)

Se hace notar que una vez realizada la SVD de A, los
m vectores ~tr quedan completamente determinados, y
por 53 el valor de cada incógnita se obtiene al proyectar
~b sobre cada vector 54. Por lo tanto,~bεColU garantiza
que 43 tiene solución, la cual es única sólo si p=m y
está dada por 53.

Además, de 49 se observa que la solución ~x = ~Q
implica que ~xεCol V , entonces se tiene que el sistema
~Ax = ~b en donde ~x y ~b están totalmente inmersos en

Col V y Col U, respectivamente, es decir, ~x y ~b per-
tenecen a los subespacios de activación de A, y por lo
efectuado en (19) existe la inversa natural A−1

N tal que:

~x = A−1
N
~b = Vm×mΛ−1

m×mU
T
m×n

~b; p = m

= V Λ−1


b(1)

...

b(m)

 = V


b(1)

λ1

...
b(m)

λm



=


b(1)

λ1
v
(1)
1 +· · ·+ b(m)

λm
v
(1)
m

...
. . .

...
b(1)

λ1
v
(m)
1 +· · ·+ b(m)

λm
v
(m)
m


(55)

en completo acuerdo con 52. Los vectores 54 son im-
portantes porque su producto interno con ~b resuelve 43
vı́a (28.c), sin embargo, también son notables porque
permiten construir la inversa natural:

A−1
N m× n =

(
~t1~t2. . .~tm

)T
, p = m. (56)

Lanczos [6] considera tres situaciones:
1. n<m

El sistema lineal es sub-determinado porque
tiene más incógnitas que ecuaciones, y por 4 es
claro que no es posible p=m, en consecuencia,
si 43 es compatible entonces su solución carece
de unicidad.

2. n = m
Aquı́ existe igualdad en el número de ecuacio-

nes y de incógnitas, y el sistema posee solución
única cuando p=m que equivale a det A6=0, y
la correspondiente solución es obtenible aplican-
do los diversos métodos tradicionales. Nótese que
en este caso también p=n, por lo que no existen
~̇uj 6=~0 , ası́ ~b εCol U y el sistema es automáti-
camente consistente.

3. n > m
El sistema 43 es sobre-determinado porque hay

más ecuaciones que incógnitas, y por 4 sı́ puede
presentarse p=m para solución única si el siste-
ma es compatible. En la Sec. 4 se implementa la
SVD, mediante la A−1

N , para resolver el proble-
ma de Mı́nimos Cuadrados vı́a Álgebra Lineal, lo
cual corresponde a un sistema fuertemente sobre-
determinado.

Por todo lo anterior, es inmediata la Clasificación de
Sistemas Lineales introducida por Lanczos [6]:

spacing
* Libre y completo: p = n = m; solución única
* Restringido y completo: p = m < n; solución

única, sobre-determinado
* Libre e incompleto: p = n < m; solución sin

unicidad, sub-determinado
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* Restringido e incompleto: p < nyp < m; solu-
ción nó única

con los significados: spacing
* Libre: Las condiciones 44 se satisfacen trivial-

mente.
* Restringido: Es necesario verificar que

−→
b εColU .

* Completo: La solución tiene unicidad.
* Incompleto: La solución no es única.

Cuando p 6=m, el sistema homogéneo A−→v =
−→
0

tiene las soluciones no-triviales ´́vk , entonces de 50 se
concluye que la solución de 43 carece de unicidad:

~x = ~Q+ C1~̇v1 + . . .+ Cm−p~̇vm−p, (57)
porque las Ck son constantes arbitrarias.

4. Mı́nimos cuadrados vı́a la matriz inversa natural

Aquı́ se muestra cómo formular matricialmente el
Método de Mı́nimos Cuadrados de Gauss-Legendre
[31], en donde el conjunto de datos (zk, bK), k=1,. . . , n,
debe ajustarse a cierta relación funcional entre las varia-
bles z y b, por ejemplo, supóngase que dicha conexión
es lineal:

x1 + x2z = b, (58)
con x1 y x2 cantidades a determinar minimizando el

error cuadrático:

E =

n∑
k=1

(x1 + x2zk − bk)
2
, (59)

lo cual significa que ∂E
∂x1

= ∂E
∂x2

= 0 , resultando las
conocidas expresiones:

nx 1 + x2

n∑
k=1

zk =

n∑
k=1

bk (60)

x1

n∑
k=1

zk + x2

n∑
k=1

z2k =

n∑
k=1

bkzk (61)

que permiten obtener los parámetros x1 y x2.
Las relaciones 60 y 61 pueden deducirse matricial-

mente sin minimizar explı́citamente el error cuadrático
59, en efecto, la conexión 58 debe ser satisfecha por los
datos (zk, bk):

x1 + z1x2 = b1, x1 + z2x2

= b2, . . ., x1 + znx2 = bn, (62)

generándose ası́ un sistema lineal de n ecuaciones
para las incógnitas x1 y x2, que en general es sobre-
determinado, el cual acepta la forma matricial 43:


1 z1

1 z2
...

...

1 zn


x1
x2

 =


b1

b2
...

bn

 (63)

En 63 se tiene p = m = 2<n, por lo que este sistema
es completo y restringido en la clasificación de Lan-
czos, entonces posee solución única si es compatible, y
esto se logra si ~bε Col U, ası́ que puede plantearse el
problema:

A~x = ~bp, ~b = ~b0 + ~bp; (64)

en donde ~b se ha descompuesto en sus partes
~b0⊥Col U y ~bpεCol U . En 64 los vectores ~x y ~bp están
totalmente inmersos en Col V y Col U , respectivamen-
te, que son los subespacios de activación de A, enton-
ces la inversa natural de Moore-Bjerhammar-Penrose-
Lanczos da la solución única de 64:

~x = A−1
N
~bp = V ∧−1UT

(
~b− ~b0

)
= V ∧−1UT~b, (65)

porque ~b0⊥Col U ,es decir

~x = A−1
N
~b2 = V ∧−1UT~b, (66)

resuelve 64.
Además, de la SVD para A se tiene que A = U∧V T

y AT = V ∧UT , ası́:

ATA = V ∧2V T (67)

entonces al multiplicar 4 por la izquierda con
V Λ2V T resulta

ATA~x = AT~b, (68)

que es la formulación matricial del Método de Mı́nimos
Cuadrados. En efecto, si en 68 se sustituye A:
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 1 1 . . . 1

z1 z2 . . . zn




1 z1

1 z2
...

...

1 zn


x1
x2



=

 1 1 . . . 1

z1 z2 . . . zn



b1

b2
...

bn

 , (69)

 n
∑n
k=1 zk∑n

k=1 zk
∑n
k=1 z

2
k

x1
x2


=

 ∑n
k=1 bk∑n
k=1 bkzk

 , (70)

que es precisamente el conjunto de ecuaciones 60 -
61 del enfoque tradicional de este importante algoritmo
de Gauss-Legendre.

Al comparar 63 con 68 se observa que en A~x = ~b
la falta de compatibilidad se remedió multiplicando por
AT, para ası́ obtener un sistema consistente cuya so-
lución única coincide con la del Método de Mı́nimos
Cuadrados. Además, establece que tal solución es pro-
porcionada por la inversa natural A−1

N [23, 27].

5. Conclusiones

Siempre ha existido interés en discretizar operado-
res continuos, diferenciales o integrales, por ejemplo,
Bernoulli [32] (cuerda), Euler [33] (ecuaciones varia-
cionales), Lagrange [34] (sonido), Rayleigh [35] (vi-
braciones acústicas y elásticas, expansiones ortogona-
les) y Fredholm [36] (ecuaciones integrales). En opi-
nión de Carathéodory, esta publicación de Euler [33,37]
es uno de los más bellos trabajos matemáticos. Fred-
holm probó que una ecuación integral, del tipo que aho-
ra lleva su nombre, podı́a discretizarse asociándole una
matriz nn con determinante no-nulo, y sus resultados
quedaron fundamentados gracias a Schmidt [8] (enfo-
que analı́tico) y a Hilbert [38] (enfoque geométrico),
en donde la teorı́a de ecuaciones integrales se reduce al
estudio del problema de ejes principales de una super-
ficie cuadrática en En, para después hacer que n→∞.
Hellinger-Toeplitz [39] opinaron que, en general, no era
posible discretizar ecuaciones integrales de tipo distinto
al de Fredholm, lo cual corresponde al caso Anm . Sin

embargo, Lanczos [6] mostró que la SVD proporciona
una plataforma universal para el análisis de operado-
res diferenciales o integrales, sin importar su tipo o las
condiciones de frontera involucradas. Ası́, es útil tener
una detallada exposición de la SVD, como la aquı́ rea-
lizada, que permita una mejor comprensión de los ope-
radores diferenciales o integrales relevantes en Fı́sica e
Ingenierı́a.
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Rend. Acad. Sci. Paris 78,614-617, 1874

[11] E. Beltrami, Sulle funzioni bilineari, Giornale di Mathematische
11, 98-106, 1873

[12] G. W. Stewart, On the early history of the SVD, SIAM Review
35, 551-566, 1993

[13] J.J. Sylvester, On the reduction of a bilinear quantic of the
nth order to the form of a sum of n products, Messenger of
Mathematics 19, 42-46, 1889

[14] L. Autonne, Sur les matrices hypohermitiennes et sur les
matrices unitaries, Compt. Rend. Acad. Sci. Paris 156, 858-
860, 1913

[15] E. T. Browne, The characteristic roots of a matrix, Bull. Amer.
Math. Soc. 36, No. 10, 705-710, 1930

[16] C. Eckart and G. Young. A principal axis transformation for
non-hermitian matrices, Bull. Amer. Math. Soc. 45, 118-121,
1939

[17] H. Schwerdtfeger, Direct proof of Lanczos decomposition
theorem, Am. Math. Month. 67, No. 9, 855-860, 1960

[18] G. H. Golub, Aspects of scientific computing, Johann Bernoulli
Lecture, Univ. of Groningen, 8th April 1996.

[19] V. Gaftoi, J. López-Bonilla and G. Ovando, Singular value
decomposition and Lanczos potential, in “Current topics in
quantum field theory research”, Ed. O. Kovras, Nova Science
Pub., New York, 2007, Chap. 10.

18



J. H. Caltenco et.al.: SVD de una Matriz Arbitraria

[20] H. Yanai, K. Takeuchi and Y. Takane, Projection matrices,
generalized inverse matrices, and singular value decomposition,
Springer, New York, 2011, Chap. 3.
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