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Invariantes Riemannianos
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Resumen

Se consideran ciertos invariantes de 3er. orden en las componentes del tensor de Riemann, y se muestra
cómo una combinación lineal de ellos conduce a cuatro interesantes identidades.

Palabras Claves: Escalares Riemannianos, tensores de Ricci y de Riemann, 4-espacios de clase uno.

Abstract

We consider certain invariants of third order in the Riemann tensor components, and we show that a linear
combination of them leads to four interesting identities.

Keywords: Riemannian scalars, Ricci and Riemann tensors, 4-spaces of class one.

1. Introducción

Aquı́ Rabcd yRac = Ri
aci son los tensores de Rie-

mann y de Ricci, respectivamente; R = Ra
a representa

la curvatura escalar. Para un espacio-tiempo arbitrario
se construyen los siguientes invariantes de 3er orden en
las componentes del tensor de curvatura:

b1 = R3, b2 = RRbicrR
bcir,

b3 = RRbcRbc, b4 = RbcRbrR
r
c ,

b5 = RbcirR
bcRir, b6 = RbcirRcrqtR

qt
bi , (1)

b7 = RbcirR
crbjRi

j , b8 = Rbi
crRcqtbR

r
qit.

para formar la combinación lineal:

8∑
k=1

akbk = 0 (2)

la cual contiene cuatro interesantes identidades para
determinados valores de los coeficientes ak

2. Identidades Riemannianas

En efecto, es conveniente realizar este análisis para
cuatro situaciones:

1. Si en (2) se utilizan los valores:

8

5
a1 =

8

3
a2 = −2

9
a3 =

1

4
a4 = −1

3
a5

= 2a6 = a8 = 1, a7 = 0,

se obtiene la identidad de Xu [1,2]:
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Ra
icrR

c
qtaR

rqit = 3RacRabcd +
9

2
RRabRab

− 5

8
R3 − 1

2
Rab

cdR
cd
efR

ef
ab −

3

8
RRab

cdR
cd
ab

−RrabRbcR
c
a, (3)

válida en todo espacio-tiempo. En [3] la rela-
ción 3 fue demostrada empleando conocidas iden-
tidades de Lovelock [4,5] y Novello-Duarte [6].

2. Si los parámetros ak toman los valores:

4

3
a2 = −2a3 = a4 = −a5 = −4

3
a6 =

− 2

7
a7 = 1, a1 = a8 = 0,

entonces 2 implica la condición necesaria para
R4 de clase uno [7] deducida en [8]:

Rab[RarR
r
b −RcdRacbd −

1

2
RRab

+
3

4
RicrqR

icrqgab −
7

2
Rcde

b Racde]

− 3

4
RaicrR

crqtRai
qt = 0 (4)

3. Si se considera la opción:

4a1 = 4a2 = −1

2
a3 =

1

2
a4 = −1

2
a5 =

− a7 = 1, a6 = a8 = 0,

de 2 resulta la identidad de Xu [1,2]:

R
(
R2 +RabcdRabcd

)
+8Rab (RaeR

e
b −RRab

−RcdRacbd −
1

2
Rcde

b Racde) = 0, (5)

válida para 4-espacios arbitrarios. La expresión
5 se probó en [3] mediante una identidad de Lanc-
zos [9].

4. Finalmente, para los valores:

2a2 = a5 = −4a6 = −a7 = a8 = 1

a1 = a3 = a4 = 0,

se obtiene la identidad de Lovelock [10]:

Raicr

(
1

2
RRaicr − 1

4
RcrqtRai

qt +RacRir

−RcrajRi
j −RcqtaRr

qt
i) = 0 (6)

verificada por todo Rn inmerso en En+a [7],
n ≥ 4.

3. Conclusiones

El presente trabajo ilustra la relevancia de diversos
invariantes en la inmersión local e isométrica de espa-
cios Riemannianos de clase uno.
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