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Resumen

Con la relacién de Olinde Rodrigues-Cartan se obtiene una expresién para la matriz de Lorentz, que a
su vez se cambia a una forma mds adaptada al formalismo de Newman-Penrose, lo cual permite realizar
rotaciones de la tétrada nula de NP.
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Abstract

With the relation of Olinde Rodrigues-Cartan is obtained an expression for the Lorentz matrix, and it is
transformed to a better form for the Newman-Penrose formalism, thus it is possible to realize rotations of
the null tetrad of NP.
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1. Introduccion

Aqui se emplea la notacién y convenciones de [1]]. La expresion de Olinde Rodrigues [2f]-Cartan [3]]:
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donde a, 3, ~, § son nimeros complejos arbitrarios excepto por la condicién ad — 5y = 1, deja 6 grados de libertad
en la matriz de Lorentz L = (L};) que relaciona a los marcos de referencia: (z#) = (ct, z,y,2) y ("):

# = Ll )
Con (M) y (@) se obtiene que [4H8]:
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LY = L(aa+ BB+ vy +68), Ly = 2(avy + B6) + cc, L = (a7 + B6) + cc,
LY = %(@ﬁ—l—”yé) +cc, Li= %(&54—@7) +cc, L = %(ag—&—ﬁ’) + cc,
LY = Hap+40) +cc, Li=1(ad+B7)+ce, L3 = 1(ad+ Bv) + ce, 4
LY = 3(aa+ BB+ vy — 80), Ly = 5(ay + 86) +cc, L = §(a7 + B) + cc,
L} = 3(aa+ BB — vy — 80), L} = 5(aB +70) +cc, L = 5(af +79) + cc,
L} = 3(aa — BB — 77 + 69), ad — By =1,

donde cc significa el complejo conjugado de todos los términos previos.
En la Sec. 2, en L se eliminan «, 3,,d a favor de otras cantidades mejor adaptadas al estudio de tétradas nulas
tipo Newman-Penrose (NP) [9H11]], asi (@) se reduce a las expresiones deducidas en [12414].

2. Rotaciones en relatividad especial

Si en (@) se realizan las sustituciones |:T = 1iFQ} :
A+iB A+iB\ - A+iB\ - A+iB
az—TeXp<— Zl > ,@ZTGXp(— Zl )F, ’szeXp( J;Z >Q, 5:—Texp< J;Z > “4)

donde A, B son reales y I',Q son complejos con T'Q2 # 1, (es simple comprobar que (4 respeta el requisito

ad — 3y = 1 resulta de las relaciones de [12H14] |Q = ﬁ} :

Ly=Q[e* (1+QQ)+e 4 (14+1IT)], Ly =-Q[eB (T +Q) +ccl, L =—iQ e "B (Q+T) — cc],
L)=-Qle* (Q+ Q) +e 4 (I +1)], LI =Q[e"? (14 QT) +¢] , L3 =—iQ e "B (14+QT) —cc| ,
Ly=iQ e (Q—Q)+e (T -T)], Ly =iQ [¢® (1 -QT) —cc] , L3=-Q e B (O —1) 4 cc| ,
LI=Q[e? (QQ—1)+e 4 (1-TT)], LY =Q [P (T — Q) +cc], L3 =iQ[e7"P (T - Q) — ¢,

3=Q[-e*(1+00) +eA(1+TT)], L3=Q[eA(Q—-Q) —e A (T -T)],

L3=iQ[er (Q-Q) +e A (T -T)], Li=Q[e*(1-0Q

&)

En [[15]se mostré que una tétrada real ortonormal experimenta una rotacién en el espacio de Minkowski si sobre
ella actia la matriz de Lorentz:

e = Ly, ©)

tal que eff]) = e)py e = —e(jyus J = 1,2,3, esto debido al tensor métrico (1, —1,—1,—1). Con (&), @) y
las definiciones [9H11]]:

1 1% 1 1% - UV
= E(e(l) —26(2)),

1 v 7
m = ﬁ(e(l) +'L€(2)), (7)

v

v 1 v v v v
Y = \ﬁ(e(o) + 6(3)), n = ﬁ(e(o) - 6(3)),

puede calcularse c6mo rota esta tétrada nula de NP [C' = ﬁ]

I* = Cel(I* + QQn* + QmH + m Q), i = Ce~A(n# + ITTI* + T'm#* + I'm") ®)
mt = Ce " B(TI* 4 Qn* + m+ + TOm"), m" = Ce’B(TI* + Qn* + m* 4+ TQm"),
_ expresiones bastante utiles en diversas aplicaciones en relatividad [9H11}/16,/17]]. En ([®) es sencillo comprobar que
Fi, = —mrm = 1.

Asi, en la literatura se emplean tres tipos de rotaciones:
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CLASE I: Q = 0. No se altera la direccion de [*.

= et n? = e (n* + TTI* + Im# + Timn#) ik = e =B (TI* + m) ,m" = B (TI* +m").  (9)

CLASE II: T" = 0. n” mantiene su direccion.

v =e (l” + QOn” + QmY + Qm”) AV =e AnY mY = e B (QnY + m¥),m" =P (Qn” + r‘n”) . (10)
CLASEIII: Q=T =0.

* = A, = e An?, mht = e BmH

; m!" = eBmh, (11)

que permiten determinar como cambian, por ejemplo, los coeficientes de espin, las componentes NP de los tensores
de Weyl, Ricci, Lanczos, etc., ante una rotacién de la tétrada nula. Esto es importante porque usualmente se efectian
rotaciones para alinear a [** y/o n* con las direcciones principales de Cartan [18]]-Debever [[19]-Penrose [20]] del tensor
conformal o del tensor electromagnético de Faraday [21]], lo cual aporta gran simplificacién en diversos célculos

relativistas.
3. Conclusiones

Se mostré que con la matriz de Lorentz se puede realizar una transformacién de coordenadas via (2)), o mediante
(@) rotar una tétrada real ortonormal y esto dltimo llev a (8) en donde los grados de libertad A, B, Q, T otorgan
amplia flexibilidad para girar a conveniencia la tétrada nula de NP.
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