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Rotaciones en el espacio de Minkowski
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Resumen

Con la relación de Olinde Rodrigues-Cartan se obtiene una expresión para la matriz de Lorentz, que a
su vez se cambia a una forma más adaptada al formalismo de Newman-Penrose, lo cual permite realizar
rotaciones de la tétrada nula de NP.
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Abstract

With the relation of Olinde Rodrigues-Cartan is obtained an expression for the Lorentz matrix, and it is
transformed to a better form for the Newman-Penrose formalism, thus it is possible to realize rotations of
the null tetrad of NP.
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1. Introducción

Aquı́ se emplea la notación y convenciones de [1]. La expresión de Olinde Rodrigues [2]-Cartan [3]: x̃0 + x̃3 x̃1 − ix̃2

x̃1 + ix̃2 x̃0 − x̃3

 =

α β

γ δ

 x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

ᾱ β̄

γ̄ δ̄

 (1)

donde α, β, γ, δ son números complejos arbitrarios excepto por la condición αδ−βγ = 1, deja 6 grados de libertad
en la matriz de Lorentz L = (Lυµ) que relaciona a los marcos de referencia: (xµ) = (ct, x, y, z) y (x̃ν):

x̃ν = Lνµx
µ (2)

Con (1) y (2) se obtiene que [4–8]:
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L0
0 = 1

2 (αᾱ+ ββ̄ + γγ̄ + δδ̄), L1
0 = 1

2 (ᾱγ + β̄δ) + cc, L2
0 = i

2 (αγ̄ + β̄δ) + cc,

L0
1 = 1

2 (ᾱβ + γ̄δ) + cc, L1
1 = 1

2 (ᾱδ + βγ̄) + cc, L2
1 = i

2 (αδ̄ + βγ̄) + cc,

L0
2 = i

2 (ᾱβ + γ̄δ) + cc, L1
2 = i

2 (ᾱδ + βγ̄) + cc, L2
2 = 1

2 (ᾱδ + β̄γ) + cc,

L0
3 = 1

2 (αᾱ+ ββ̄ + γγ̄ − δδ̄), L1
3 = 1

2 (ᾱγ + β̄δ) + cc, L2
3 = i

2 (αγ̄ + β̄δ) + cc,

L3
0 = 1

2 (αᾱ+ ββ̄ − γγ̄ − δδ̄), L3
1 = 1

2 (ᾱβ + γ̄δ) + cc, L3
2 = i

2 (ᾱβ + γ̄δ) + cc,

L3
3 = 1

2 (αᾱ− ββ̄ − γγ̄ + δδ̄), αδ − βγ = 1,

(3)

donde cc significa el complejo conjugado de todos los términos previos.
En la Sec. 2, en L se eliminan α, β, γ, δ a favor de otras cantidades mejor adaptadas al estudio de tétradas nulas

tipo Newman-Penrose (NP) [9–11], ası́ (3) se reduce a las expresiones deducidas en [12–14].

2. Rotaciones en relatividad especial

Si en (3) se realizan las sustituciones
[
τ = 1√

1−ΓΩ

]
:

α = −τ exp

(
−A+ iB

2

)
β = τ exp

(
−A+ iB

2

)
Γ̄, γ = τ exp

(
A+ iB

2

)
Ω̄, δ = −τ exp

(
A+ iB

2

)
(4)

donde A,B son reales y Γ,Ω son complejos con ΓΩ 6= 1, (es simple comprobar que (4) respeta el requisito
αδ − βγ = 1 resulta de las relaciones de [12–14]

[
Q = 1

2|1−ΓΩ|

]
:

L0
0 = Q

[
eA
(
1 + ΩΩ̄

)
+ e−A

(
1 + ΓΓ̄

)]
, L1

0 = −Q
[
eiB

(
Γ + Ω̄

)
+ cc

]
, L2

0 = −iQ
[
e−iB

(
Ω + Γ̄

)
− cc

]
,

L0
1 = −Q

[
eA
(
Ω + Ω̄

)
+ e−A

(
Γ + Γ̄

)]
, L1

1 = Q
[
eiB

(
1 + Ω̄Γ

)
+ cc

]
, L2

1 = −iQ
[
e−iB

(
1 + ΩΓ̄

)
− cc

]
,

L0
2 = iQ

[
eA
(
Ω̄− Ω

)
+ e−A

(
Γ− Γ̄

)]
, L1

2 = iQ
[
eiB

(
1− Ω̄Γ

)
− cc

]
, L2

2 = −Q
[
e−iB

(
ΩΓ̄− 1

)
+ cc

]
,

L0
3 = Q

[
eA
(
ΩΩ̄− 1

)
+ e−A

(
1− ΓΓ̄

)]
, L1

3 = Q
[
eiB

(
Γ− Ω̄

)
+ cc

]
, L2

3 = iQ
[
e−iB

(
Γ̄− Ω

)
− cc

]
,

L3
0 = Q

[
−eA

(
1 + ΩΩ̄

)
+ e−A

(
1 + ΓΓ̄

)]
, L3

1 = Q
[
eA
(
Ω− Ω̄

)
− e−A

(
Γ− Γ̄

)]
,

L3
3 = iQ

[
eA
(
Ω− Ω̄

)
+ e−A

(
Γ− Γ̄

)]
, L3

3 = Q
[
eA
(
1− ΩΩ̄

)
− e−A

(
1− ΓΓ̄

)]
,

(5)
En [15]se mostró que una tétrada real ortonormal experimenta una rotación en el espacio de Minkowski si sobre

ella actúa la matriz de Lorentz:

ẽ(a)
µ = Labe

(b)µ, (6)

tal que e(0)
µ = e(0)µ y e(j)

υ = −e(j)υ, j = 1, 2, 3, esto debido al tensor métrico (1,−1,−1,−1). Con (5), (6) y
las definiciones [9–11]:

lν =
1√
2

(eν(0) + eν(3)), nν =
1√
2

(eν(0) − e
ν
(3)), mν =

1√
2

(eν(1) − ie
ν
(2)), m̄ν =

1√
2

(eν(1) + ieν(2)), (7)

puede calcularse cómo rota esta tétrada nula de NP [C = 1
|1−ΓΩ| ]

l̃µ = CeA(lµ + ΩΩ̄nµ + Ω̄mµ + m̄µΩ), ñµ = Ce−A(nµ + ΓΓ̄lµ + Γmµ + Γ̄m̄
µ
)

m̃µ = Ce−iB(Γ̄lµ + Ωnµ +mµ + Γ̄Ωm̄
µ
), ˜̄m

µ
= CeiB(Γlµ + Ω̄nµ + m̄µ + ΓΩ̄m̄

µ
),

(8)

expresiones bastante útiles en diversas aplicaciones en relatividad [9–11,16,17]. En (8) es sencillo comprobar que
l̃µñµ = −m̃µ ˜̄m = 1.

Ası́, en la literatura se emplean tres tipos de rotaciones:
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CLASE I: Ω = 0. No se altera la dirección de lµ.

l̃µ = eAlµ, ñυ = e−A
(
nµ + ΓΓ̄lµ + Γmµ + Γ̄m̄µ

)
, m̃µ = e−iB

(
Γ̄lµ +mµ

)
, ˜̄m

µ
= eiB (Γlµ + m̄µ) . (9)

CLASE II: Γ = 0. nν mantiene su dirección.

l̃ν = eA
(
lν + ΩΩ̄nν + Ω̄mν + Ωm̄ν

)
, ñυ = e−Anν , m̃ν = e−iB (Ωnν +mν) , ˜̄m

ν
= eiB

(
Ω̄nν + m̄ν

)
. (10)

CLASE III: Ω = Γ = 0.

l̃µ = eAlµ, ñµ = e−Anν , m̃µ = e−iBmµ, ˜̄m
µ

= eiBm̄µ, (11)

que permiten determinar cómo cambian, por ejemplo, los coeficientes de espı́n, las componentes NP de los tensores
de Weyl, Ricci, Lanczos, etc., ante una rotación de la tétrada nula. Esto es importante porque usualmente se efectúan
rotaciones para alinear a lµ y/o nµ con las direcciones principales de Cartan [18]-Debever [19]-Penrose [20] del tensor
conformal o del tensor electromagnético de Faraday [21], lo cual aporta gran simplificación en diversos cálculos
relativistas.

3. Conclusiones

Se mostró que con la matriz de Lorentz se puede realizar una transformación de coordenadas vı́a (2), o mediante
(6) rotar una tétrada real ortonormal y esto último llevó a (8) en donde los grados de libertad A,B,Ω,Γ otorgan
amplia flexibilidad para girar a conveniencia la tétrada nula de NP.
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aucune multiplicité plane. Bull. Soc. Math. de France, 41:53–
96, 1913.

[4] J. Rummer. Spinorial analysis. Moscow, 1936.
[5] J. Aharoni. The special theory of relativity. Clarendon Press,

Oxford, 1959.
[6] J. L. Synge. Relativity: the special theory. North-Holland,

Amsterdam, 1965.
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