
Journal de Ciencia e Ingenierı́a, Vol. 8, No. 1, Agosto de 2016, pp. 13-20
Investigación - Sistemas Complejos
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Resumen

En este trabajo se realizó un análisis ANOVA de la dimensión de embebimiento y el tiempo de retardo que
son parte de las medidas que intervienen en la reconstrucción del atractor de series de tiempo no lineales
de electroencefalogramas de señales alpha en pacientes sanos y epilépticos. Se encontró que en los dos
tipos de pacientes existen diferencias significativas con p = 0,05 en la dimensión de embebimiento y el
tiempo de retardo. Esto permite concluir que en presencia de la enfermedad, la dinámica de las señales
tiene menos grados de libertad que en ausencia de ella. Los resultados permitirán considerar la creación
de programas de cómputo de uso médico de rutina para ayudar al diagnóstico de esta enfermedad.

Palabras Clave: Series de tiempo, método no lineal, EEG, epilepsia, dimensión de correlación, tiempo de
retardo, ANOVA.

Abstract

In this work, we performed an ANOVA analysis of the embedding dimension and the delay time, which
form part of the measurements intervening in the reconstruction of the attractor of non linear time series
corresponding to electroencephalogram including alpha signals of both healthy and epileptic patients. We
found that for both kinds of patient, there are significative differences, with p = 0,05 in the embedding
dimension and the delay time. We conclude that, in the presence of the disease, the dynamics of the signals
has less degrees of freedom than in its absence. The results could allow considering the creation of software
for medical routine use, that helps in the diagnosis of the disease.
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1. Introducción

El análisis de series de tiempo no lineales es una he-
rramienta útil para estudiar el comportamiento de un sis-
tema dinámico que podrı́a presentar propiedades emer-
gentes o caos [1,2]. Las aplicaciones se extienden a di-
ferentes áreas de estudio como la fı́sica, biologı́a y me-
dicina. En la actualidad, nuevas técnicas de análisis y el

uso de programas de computo han permitido investigar
propiedades no evidentes de las series de tiempo a partir
de criterios cualitativos [3]. Las aplicaciones del análi-
sis de series de tiempo para caracterizar la dinámica de
un sistema se utilizan con frecuencia en neurologı́a. Las
investigaciones más usuales se enfocan al estudio de
patologı́as del sistema nervioso central, como la epilep-
sia, enfermedades psiquiátricas y de cognición [4]. En
el mundo existen alrededor de 50 millones de personas
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enfermas de epilepsia (1 % de la población mundial),
que afecta a personas de todas las edades. Los pacien-
tes responden a los tratamientos en 70 % de los casos,
pero para ello necesitan ser diagnosticados oportuna-
mente [5]. La epilepsia es una enfermedad que afecta
al sistema nervioso central, que se caracteriza por con-
vulsiones recurrentes no provocadas. Los episodios de
crisis se miden a través de electrodos que se ubican en
diferentes zonas del cerebro para registrar la intensidad
de los potenciales eléctricos de las neuronas [6]. Des-
de la década de los 1980?s se han realizado análisis
de series de tiempo obtenidas de electroencefalogramas
(EEG) [3]. Algunos trabajos enfocándose en la compa-
ración de la dimensión de embebimiento y el tiempo
de retardo [7], otros utilizando el método diferencial de
entropı́a [8] o el caótico [9].

Actualmente se continúan adaptando y mejorando las
técnicas del análisis no lineal. En este sentido, las herra-
mientas de las ciencias de la complejidad son diversas
y enfocadas a la naturaleza de los datos, por ello son
una opción que permitirı́a anticipar cuadros epilépticos
de forma no invasiva. La caracterización de las medidas
que intervienen en la construcción del atractor y sus pro-
piedades tienen como finalidad, obtener un diagnóstico
oportuno de la epilepsia u otras enfermedades relacio-
nadas con el sistema nervioso central [4, 10].

En este trabajo aplicamos el análisis de varianza de
un factor conocido como ANOVA [11] entre la dimen-
sión de embebimiento y el tiempo de retardo de las
series de tiempo suavizadas, para pacientes sanos ver-
sus epilépticos. Con los resultados anteriores buscare-
mos confirmar que existen diferencias significativas en-
tre la dimensión de embebimiento y el tiempo de retar-
do a partir de métodos menos rigurosos, para las cua-
les los pacientes se podrı́an diagnosticar como paciente
epiléptico o no, según sea el caso.

2. Marco Teórico

2.1. Análisis no lineal para series de tiempo

Cuando estudiamos un sistema donde sólo se dispo-
ne de una variable, las series de tiempo son una herra-
mienta que proporciona información suficiente para la
caracterización del mismo. El análisis no lineal de se-
ries de tiempo consiste en la reconstrucción del espa-
cio fase de embebimiento de un sistema dinámico, y se
basa en la aplicación del teorema de Takens de embe-
bimiento [12]. Éste garantiza que ambos sistemas sean
topológicamente equivalentes.

Para obtener las medidas involucradas en el análisis

no lineal de series de tiempo, se utilizó el programa VI-
SUAL (VRA) [13]. Los cálculos se realizaron en pares
(correspondientes a los datos originales y los suaviza-
dos). La definición de los componentes (I-V) de nues-
tro análisis, se describieron según la sección teórica de
VRA y se complementaron con las fuentes [1, 14, 15].

Todas las gráficas de series de tiempo se graficaron
utilizando GNUPLOT [16].
La información mutua que proporciona el valor op-
timo del tiempo de retraso para construir el espacio
fase embebido. Ésta corresponde a la probabilidad de
conocer la ubicación de un número promedio de pun-
tos de la serie de tiempo original a partir de la serie
embebida. Para ello se utiliza la función I(τ) que se
define a continuación.

I(τ) =

n∑
k=1

P (xk, xk+τ ) log2
P (xk, xk+τ )

P (xk)P (xk+τ )
(1)

Donde P (xk es la probabilidad de encontrar al
punto xk en la posición k-ésima, P (xk+τ ) es la pro-
babilidad de encontrar al punto xk+τ en la posición
(k+τ )-ésima, y P (xk, xk+τ ) es la probabilidad de en-
contrar a los puntos xk y xk+τ , con k ∈ R.
El método de los falsos vecinos, FNN, indica qué tan
cercanos se encuentran los vecinos de los puntos de la
serie de tiempo original comparados con los vecinos
cercanos de los puntos de la serie de tiempo embebi-
da, conservando sus propiedades topológicas. Es de-
cir, cada punto de la serie de tiempo original está defi-
nido por un vector X = (x1, x2, x3, ..., xn); que será
comparado con su homologo Y = (y1, y2, y3, ..., yn)
de la serie embebida en un espacio n-dimensional. Al
iterar ambos puntos se calculará la distancia:

R(n) = ‖xn+1 − yn+1‖ (2)

Donde R(n) es la distancia entre las imágenes de
los vectores X y Y , y la norma ‖‖ es la euclidiana.
Se dice que el punto Y es un falso vecino, si se satis-
face la siguiente igualdad: R(n) = ‖xn+1 − xn+1‖.
La dimensión de embebimiento está asociada a la
presencia de atractores en la dinámica de un siste-
ma. Donde los subconjuntos de dimensión finita del
atractor del espacio reconstruido, también lo son del
espacio fase original. Al incrustar dichos subconjun-
tos utilizando las hipótesis del teorema de Takens se
obtiene la dimensión del espacio fase reconstruido.
El espacio fase de un sistema permite identificar las
caracterı́sticas cualitativas del atractor reconstruido.
Los diferentes estados de un sistema en el tiempo
se describen en el espacio fase, y su construcción es
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una forma de identificar cómo cambia la dinámica
del sistema en un tiempo dado. De tal modo que el
atractor de un sistema dinámico es un subconjunto

de su espacio fase. En las Figuras 1 y 2 se muestran
los atractores suavizados, correspondientes a los da-
tos de dos pacientes del tipo N y F.

Figura 1. La imagen 1a muestra el atractor suavizado del paciente del tipo N, con dimensión de embebimiento 6. En 1b se muestra el atractor
suavizado correspondiente al paciente del tipo F, cuya dimensión de embebimiento es también 6.

Figura 2. En la imágen 2a, la serie de tiempo en color rojo corresponde al EEG estándar de un paciente sano con los ojos abiertos, y la serie
de tiempo en color verde corresponde a un EEG intracraneal de un paciente diagnosticado epiléptico, a través de un método prequirúrgico.
Las series de tiempo en la imágen 2b son las mismas de la imágen 2a, pero después de ser suavizadas.

2.2. Suavizado de series de tiempo

Cualquier conjunto de datos está expuesto a contami-
narse con ruido. El análisis de ruido en datos se divide
en dos, el observacional y el dinámico [17]. Entre los
trabajos publicados, las investigaciones muestran cómo
se detecta el ruido dinámico en una serie de tiempo de
EEG [18].

En las series de tiempo que estamos analizando, es-
te no será un factor que altere la dinámica del sistema,

ya que lo tomaremos como una variable independien-
te [19]. Aplicaremos el método exponencial simple [20],
para reducir el ruido a partir una función de suavidad
iterativa que se define a S0 = x0 como su primer ele-
mento y St = αxt−1 + (1 − α)St−1, con 0 < α < 1.
Donde α = 0,05 es el factor de suavizado,xt−1 es la
serie de tiempo de la observación t− 1, St−1 es el pro-
medio de las t− 1 observaciones de la serie de tiempo
xt, y St es el ajuste de las observaciones de la serie de
tiempo xt. Las gráficas de la figura 2A y 2B se gene-
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raron en GNUPLOT, y muestran un ejemplo donde se
contrastan los datos suavizados, los cuales se realizaron
en un programa hecho en FORTRAN [21].

3. Metodologı́a

3.1. Datos

Los datos utilizados en nuestro análisis no lineal de
series de tiempo forman parte de la base de datos del
Epilepsy Center 1 que se encuentra en la ciudad de
Bonn, Alemania. Se utilizaron cuatro tipos de segmen-
tos de un solo canal con duración de 23.6 segundos, to-
mados de un EEG continuo multicanal para garantizar
la estacionariedad de las series de tiempo.

Figura 3. Ubicación de los nodos intracraneales correspondientes a
la zona de la neocorteza lateral (izquierda) y la neocorteza basal
(derecha). Todas las mediciones del tipo F y N se realizaron en las
regiones de la neocorteza. Imagen obtenida de Epilepsy Center.

Los segmentos se clasificaron en dos grupos de acuer-
do a las caracterı́sticas de los individuos, sin conside-
rar la edad y género del paciente. El primer grupo co-
rresponde a un EEG normal integrado por voluntarios
sanos con los ojos abiertos (Tipo Z) y por voluntarios
sanos con los ojos cerrados (Tipo O). El segundo gru-
po corresponde a un EGG intracraneal integrado por un
paciente epiléptico libre de crisis cuya medición se rea-
liza en la parte hipocámpica (Tipo N) y por un paciente
epiléptico libre de crisis cuya medición se realiza en la
parte epileptogénica- (Tipo F). La ubicación de los no-
dos de los EEG mencionados se indica en las figuras 3 y
4 [22]. Los datos de cada grupo se encuentran divididos

en segmentos de EEG compuestos por cien mediciones
por cada tipo de paciente [23].

Figura 4. Ubicación de los nodos en el EEG normal del tipo: F =
frontal, Fp = frontal parietal, Fz = frontal medio, T = temporal, C
= central, CZ = central medio, O = occipital y P = parietal. Imagen
obtenida de Epilepsy Center.

3.2. Series de tiempo a partir de EEG

En este trabajo analizamos series de tiempo univa-
riables a partir de las señales alpha de EEG. Se aplicó
el programa VISUAL a las mediciones del tipo Z, O, F
y N para realizar el análisis no lineal de los segmentos
de un solo canal de pacientes epilépticos vs. voluntarios
sanos. Este programa utiliza el método de Análisis de
Recurrencia Cuantificada (RQA) [24] y el de Análisis
de Recurrencia (RA) [25] de forma simultánea. Después
de suavizar las series de tiempo, se realizó el análisis
no lineal y la comparación entre la dimensión de em-
bebimiento y el tiempo de retardo.

3.3. Análisis ANOVA

El análisis de varianza conocido como ANOVA se
utiliza para determinar si dos o más conjuntos de datos
tienen diferencias significativas. Se calcula mediante el
análisis de varianza porque a partir de este se conoce la
inferencia sobre las medias de la muestra de forma ge-
neral. Los factores independientes se denominan efec-

1 La base de datos se encuentra disponible en: http://www.meb.unibonn.de/epileptologie/science/physik/eegdata.html
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tos, la variable dependiente respuesta y el valor p indica
las singularidades estadı́sticas [11, 26].

El análisis fue de un solo factor y se aplicó a la di-
mensión de correlación y el tiempo de embebimiento
del paciente Z con respecto a los pacientes N y F; y el
paciente del tipo O con respecto a los N y F.

El valor de significancia que utilizamos fue de p =
0,05, para determinar si la hipótesis nulaH0 o la hipóte-
sis alterna H1 es verdadera o falsa. Antes de aplicar
ANOVA se verificaron las propiedades de normalidad
a partir del método de Anderson-Darling; para compa-
rar las varianzas de los datos se utilizó la prueba F ya
que los datos son del tipo asimétrico. No se consideró
ninguna prueba de independencia de datos, ya que co-
rresponden a dos tipos de pacientes diferentes cuyas

mediciones son aleatorias [27].

3.4. Resultados

Encontramos que la dimensión de embebimiento del
paciente sano tipo Z y el contraste con los pacientes ti-
po N y F; y el paciente del tipo O vs. F son los únicos
que satisfacen los tres supuestos que se necesitan para
que el análisis ANOVA tenga validez (ver sección 3.2).
El test de normalidad para las dimensiones de embebi-
miento (Figura 5, a y b) y el tiempo de retardo se reali-
zaron en el programa MiniTab17 [28]; la prueba F y el
ANOVA para la dimensión de embebimiento (Tablas 1,
2, 3 y 4) y el tiempo de retardo se hicieron en una hoja
de cálculo.

Figura 5. Se muestran las gráficas del test de normalización de Anderson-Darling de las dimensiones de embebimiento suavizadas de los
pacientes N (a)y F (b). El valor que presenta p se encuentra dentro de los lı́mites tolerados para considerar que los datos de la muestra son
normales.

Dimensión Z N

Media 7.78 6.45

Varianza 1.910707071 2.694444444

Observaciones 100 100

Grados de libertad 99 99

F 0.709128397

P(F≤f) una cola 0.044423979

Valor crı́tico para F (una cola) 0.717328593

Tabla 1: Prueba F para varianza de dos muestras. Se muestran los datos de las dimensiones de embebimiento de la prueba F del tipo Z vs N
donde p = 0,044423979, que es una diferencia mı́nima respecto al valor de significancia p = 0,05, por lo que se aceptará como valor válido.
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Dimensión Z N

Media 7.78 6.62

Varianza 1.91070707 2.41979798

Observaciones 100 100

Grados de libertad 99 99

F 0.78961429

P(F≤f) una cola 0.12083661

Valor crı́tico para F (una cola) 0.71732859

Tabla 2: Prueba F para varianza de dos muestras. Los datos satisfacen la hipótesis nula de la prueba F para la dimensión de embebimiento
del tipo Z vs F , donde p = 0,12083661.

Origen de las variaciones Suma de cuadrados Grados de libertad Promedios de cuadrados F Probabilidad Valor crı́tico para F

Entre grupos 88.445 1 88.445 38.41133 3.26438×10−9 3.888852933

Dentro de los grupos 455.91 198 2.302575758

Total 544.355 199

Tabla 3: Análisis ANOVA para Z y N . Resultados para el valor p = 3,26438× 10−9, que es menor que el valor de significancia α=0.05.
Esto indica diferencias significativas en la dimensión de embebimiento entre las mediciones Z y N .

Origen de las variaciones Suma de cuadrados Grados de libertad Promedios de cuadrados F Probabilidad Valor crı́tico para F

Entre grupos 88.445 1 88.445 38.41133 3.26438×10−9 3.888852933

Dentro de los grupos 455.91 198 2.302575758

Total 544.355 199

Tabla 4: Análisis ANOVA para Z y F . Se muestra que 0,05 > p = 8,0628× 10−8, esto indica la existencia de diferencias significativas
entre las mediciones de embebimientodel tipo Z y F .

3.5. Discusión

La ausencia de homocedasticidad en la mayorı́a de
los datos fue determinante para despreciar los resulta-
dos que arrojó ANOVA, éstos presentaron diferencias
significativas en todos los casos excepto en el tiempo
de retardo de los pacientes del tipo Z vs. N.

Este tipo de análisis ha sido utilizado anteriormente
en el estudio de EEG para la obtención del parámetro de
significancia cuando se aplica el análisis de caracterı́sti-
cas espectrales de orden mayor (HOS) [29]; y la carac-
terización de las crisis de pacientes epilépticos [30,31].

Por otro lado, encontramos que existe una diferencia
significativa en la dimensión de embebimiento entre el
paciente sano del tipo Z vs. N y Z vs. F, cuyos valo-
res de significancia son pN = 3,26468× 10−9 y pF =

8,0628×10−9, respectivamente. Ambos valores son me-
nores al valor significativo p = 0,05, lo que indica que
ambas muestras presentan diferencias significativas. En
el tiempo de retardo se encontró que el paciente del tipo
O vs. F tiene un valor pF = 2,10164548773004×10−15

que es menor al valor de p = 0,05, indicativo de di-
ferencias significativas entre ambas medidas. Lo ante-
rior se podrı́a aplicar para identificar en la dimensión
de embebimiento cuando un paciente padece epilepsia
siempre que el EEG se realice con los ojos abiertos.
En el caso del tiempo de retraso, éste mostró que si el
EEG se realiza con los ojos cerrados, entonces la zona
de medición será el lugar exacto donde se inician las
crisis epilépticas.

18
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4. Conclusiones

Los análisis de series de tiempo no lineales han desa-
rrollado herramientas para reconstruir el atractor del sis-
tema dinámico que las precede. Durante el proceso de
reconstrucción del atractor, se obtienen medidas como
el tiempo de retardo o la dimensión de embebimiento
que pueden ser caracterizadas con distintos fines.

En este trabajo se analizó la dimensión de embe-
bimiento y el tiempo de retardo para identificar si un
paciente padece epilepsia o no, utilizando el método
ANOVA. Se aplicó un análisis no lineal a las series de
tiempo de los EEG de pacientes sanos y epilépticos, se
suavizaron los datos y se obtuvieron las medidas antes
mencionadas.

En los resultados se encontró que la dimensión de em-
bebimiento en el paciente sano del tipo Z y los epilépti-
cos de los tipos N y F presentaron valores de pN =
3,26468×10−9 y pF = 8,0628×10−9, respectivamen-
te; y el tiempo de retardo del paciente O vs F presentó
un valor de pF = 2,10164548773004 × 10−15. En los
tres análisis se utilizó un valor significativo de p = 0,05.

Éste podrı́a ser un buen indicio para realizar una ca-
racterización simple de los EEG de personas con posi-
ble diagnóstico de epilepsia, sin utilizar métodos inva-
sivos. Estos resultados podrı́an ayudar al desarrollo de
programas de cómputo para uso médico, que calculen
los elementos aquı́ citados.

Si bien este trabajo utilizó métodos con menor ri-
gor matemático en la obtención de la dimensión de
embebimiento y el tiempo de retardo, los resultados
son similares a los obtenidos con métodos más riguro-
sos [7,32,33]. Los cálculos podrı́an mejorarse con pro-
gramas de licencia GNU por la adaptabilidad de uso.
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