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Resumo. Neste artigo, considerando a equagd de Schrodinger usual, no caso unidimensional,
e assumindo uma certa expressdo formal para o potencial, que é escrita em termos de fungoes
de onda, identificamos qual seria a equa¢é complementar a ser verificada por ditas fungoes, o
que levaria o potencial a ser uma solu¢é da equago de Korteweg-de Vries (KdV).

Palavras Chaves. Equagio de Schrodinger; Equagio de Korteweg-de Vries.

Abstract. In this paper, considering the usual Schrédinger equation, in the one-dimensional
case, and assuming a certain formal expression for the potential, which is written in terms of
wave functions, we identify what would be the complementary equation to be verified by said
functions, which would lead the potential to be a solution of the Korteweg-de Vries (KdV)
equation.
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1. Introdugao

O problema originalmente investigado por E. Fermi, J. Pasta e S. Ulam (problema FPU),
da distribuicao de energia dependente do tempo, entre os diferentes modos de oscilacao
de um conjunto de osciladores unidimensionais que interagem fracamente e nao linearmente
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entre vizinhos, [1, 2], o qual constitui a primeira simulagdo computacional de um sélido
cristalino 1-dimensional, estd matematicamente relacionado, sob certas condic¢oes, com a equacao
diferencial nao linear que foi originalmente derivada por D. Korteweg e G. de Vries (equagao
KdV), a qual descreve a dinamica de ondas longas e nao lineares que se propagam em um tanque
de dgua estreito e raso [3].

A equagao de Korteweg-de Vries (KdV), que dependente de um parametro A, escreve-se como
segue:

Up(z,t) — )\U(m,t)(DU(:n,t)) + D3 (x,t) = 0

onde o subindice “t”, como em U, denota derivagao em relagao a variavel de tempo; o simbolo D
representa a derivada em relagdo a variavel de coordenada espacial x. O caso usual da ecuagao
KdV corresponde a A = 6. Para X\ # 0, a solugdo da equagao acima escreve-se como:

Uz, t) = 3—USeChQ (@(az - vt)) ,
A 2

sendo v a rapidez de propagacao da onda ou pulso nao linear, se propagando ao longo da

dire¢ao de coordenadas z. Notar que a amplitude de U(z,t) seria significativa inclusive quando

o termo nao linear for pequeno (A pequeno), o que revela um aspecto da natureza nao linear da

propagacao.

Por outro lado, a chamada de equagao de Schrédinger nao linear [4], que também vincula-se
com a equacao KdV, escreve-se como:

h? ,
—5-D* 6 £ glof'e = ing, .

Neste breve artigo consideramos a equagdao de Schroedinger linear, escrita a partir da
correspondente equagao estacionaria, no caso 1-dimensional. Sob certas suposicoes, veremos
como o potencial V(z,t), na equacdo de Schroedinger, poderia verificar a equacao KdV.

2. Desenvolvimento matematico
Considere a equacao de Schrodinger (escrita a partir da equagao estacionaria 1-dimensional que,
s6 por simplicidade, serd escrita sem incluir o coeficiente —A?/2m),

DUy (z,t) — (V(az,t) - Ek)\llk(x,t) =0, (1)

sendo V(z,t) um dado potencial dependente da variavel de posi¢ao z e da varidvel de tempo ¢,
com FEj, correspondendo as eigenenergias do sistema que esteja sendo considerado.

Assumindo que o potencial seja especial ao ponto de poder-se expressar, pelo menos
aproximadamente, como:

N
V(z,t) =Y Ui(zt), (2)

k=1

que é uma expressao unicamente formal, pois ainda nao estao definidas as funcoes ¥;. Com
base em (2) temos os seguintes resultados:

N
DV (z,t) =Y 2Us(x,t)DTy(x,t) , (3)
k=1
16
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N 2
D*V(z,t)=2) <\I/k(a;,t)D2\I'k(:z:,t) + (D\Ilk(x,t)) ) . (4)
k=1
As expressoes (4), juntamente com a (1), dao lugar ao resultado:
N 2
D2V (5.0 =23 {wale.0)(Viat) - B)wlet) + (D00) )
k=1
ou também,
N 2
DV(x,t) =23 {(V(w, t) — Ek)\yﬁ(x, t) + (D‘I/k(:c, t)) } . (6)
k=1

De (6) conseguimos a expressao para a terceira derivada espacial do potencial,

D3V (z,t) =

) iv: {(DV(;U, t))xpi(m, £) + (V(:E, £) — Ek>2\11k (D\I'k) + Q(D\I/k> (D2\11k)} (7)

k=1
- 2(% \pg) DV(z,t) + 4% (V(:c, t) - Ek) \pk(mfk) + 4% (quk> (V(x, t) — Ek> U, (8)
k=1 k=1 k=1
— 2V (x,1) (DV(x, t)) +8 i (V(x, t) — Ek) \Ilk(D\Ifk> 9)
k=1

Reescrevendo, obtemos:
D3V (z,t) =

= 2V (x,1) (DV(x, t)) + 4( g: 20, (D\I!k>>V(m, £)—8 f: By, (D\I/k) (10)

k=1 k=1
— 2V (x,1) (DV(Q:, t)) n 4(DV(az, t))V(:z, t) -8 i Ekwk(mfk> (11)
k=1
Assim, chega-se a:
N
D3V (x,t) — 6V (x,t) (DV(:c,t)) n ZSEk\IJk(D\Pk> —0. (12)
k=1

Ademais, a equacao diferencial de Korteweg-de Vries usual, escreve-se como:
Uy(z,t) — 6U(z,1) (DU(a:,t)) + D3U(z,t) = O. (13)

Logo, comparando as equagoes (12) e (13), temos que se V(z,t) poder-se-ia expressar como:

N
Vi(z,t) = Y 8E Wy (x, 1) (D\Ilk(x,t)>. (14)
k=1

Entao poderfamos afirmar que o potencial V(z,t), expresso como em (2), seria solugao da
equagao de Korteweg-de Vries (escrita para V' (z,t)), mas isso ndo poderia acontecer com Wy (z,t)
17
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sendo apenas solugao da equagao (1), teriamos que identificar uma equagdo complementar para
esta. Vejamos isso.

De (2) temos:
N

Vi, t) = > 20 (a,t) (\Ilk(x,t)>t (15)

k=1

Entao, de (14) e (15), vamos exigir que se cumpra,

N

3 {Q\I/k(x, ) (‘Ifk(ac, t))t —8E U (x, ) (D\I/k(x, t))} —0. (16)

k=1

ou, N
Z2qjk(:c,t){<\1/k(a;,t))t 4B, <D\Ifk(x,t))} —0. (17)
k=1

Portanto, a equagdo complementar a ser satisfeita pelas fungoes Wy, de maneira que V(z,t)
satisfaga a equacao de Korteweg-de Vries, é a que segue:

AE, (D\Ilk(a:,t)> - (Q/k(x,t))t —0, (18)

que é do tipo linear, em derivadas parciais e de primeira ordem.

3. Conclusao

Em principio, temos que resolvendo a equagao (18)), com os coeficientes numéricos Ej tomados
como sendo livres, as fungoes Wy que se encontrariam iriam definir o potencial V' (z,t) através
da expressao . Depois de inserir esse potencial em , a equacao de Schrodinger fica bem
definida; entao, as solugoes desta equagdo que (acaso) coincidirem com as da equagao (|18)),
seriam as solucgoes fisicas compativeis com o contexto aqui considerado.
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