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Abstract. In this paper, we consider a matrix approach to the simple pendulum system.
Specifically, we define the following inverse problem: Construct a “mass matrix” whose
eigenvalues correspond to the value of the mass of the pendulum particle. In subsequent
development, we find solutions with degeneracy in the eigenvalues of the mass matrix.
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Resumo. Neste artigo consideramos uma abordagem matricial para o sistema péndulo
simples. Especificamente, definimos o seguinte problema inverso: construir uma “matriz
de massa” cujos autovalores correspondem ao valor da massa da particula pendular. No
desenvolvimento, encontramos solugoes com degenerescéncia nos autovalores de massa para
o péndulo simples.
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1. Introdugao

Uma caracteristica geral e importante das teorias fisicas é sua compatibilidade com pequenas
variantes no tratamento de certo tipo de problemas [1] [2] [3] [4] [5] ou, de maneira mais
significativa, com abordagens alternativas, mas equivalentes, nas que, adotando contextos e
ferramentas matematicas distintas as usuais, poder-se-ia destacar melhor algum aspecto fisico
que nao seria igualmente apreciado através de uma teoria equivalente.

Outro tipo de caracteristica, que eventualmente aparece entre as propriedades matematicas
desses modelos ou teorias, refere-se a existencia de certas propriedades que nao poderiam ser
colocadas em correspondéncia com nenhuma propriedade fisica do sistema do mundo fisico
que modela-se. Nesse caso, fala-se de propriedades espurias, de propriedades puramente
matematicas, ou de propriedades apenas do modelo.

1.1. Vestidura matricial para a equacao da sequnda lei de Newton
Considere a equacao da segunda lei de Newton, que, como todos sabemos bien, é apresentada
em formato vetorial (como corresponde) em relagao a um RITEL para uma particula com massa

constante m sobre a qual atia uma forca f, como segue:

—

ma=f, (1)

No entanto, essa expressao pode ser substituida por uma equivalente, escrita em um formato
matricial. Assim, pode-se reescrever a equacao acima na forma:

Mid=f, (2)

sendo M uma matriz, em principio desconhecida, que, necessariamente, tem a massa (m) da
particula considerada como seu autovalor; ou seja:

Mad=ma . (3)

Essa representagao (ou vestidura) matricial, que foi usada previamente [6], leva ao seguinte
resultado interessante:

Mai=f = M@mad)=mf =— Mf=mf, (4)

ou seja, a forga f atuante sobre a particula corresponde ao autovetorﬁ de M associado com
o autovalor m. E interessante notar que, assim como a massa a e forga (m e f) determinam
a aceleragao @ da particula, temos que no contexto matricial, entendido como um problema
inverso, os mesmos determinam a matriz de massa M, mas nao de maneira univoca.

Por outro lado, é evidente que usando o formato matricial pode-se carregar mais informacao
na expressao dessa lei que usando o formato vetorial. Usando esta abordagem matricial, veremos
que uma degenerescéncia serd revelada no caso do sistema péndulo simples (veja a préxima
sec¢do); entao, surge a pergunta: tal degenerescéncia tem origem fisica ou apenas mateméatica?

Nosso problema, correspondente a categoria dos problemas ditos de problemas inversos, é o
seguinte: Dados a massa e a forca atuante sobre a particula considerada, quer-se determinar uma
matriz M (que chamamos “matriz de massa”), tal que estes correspondam, por livre imposigao,
a seu autovalor e seu autovetor, respectivamente; ou seja:

Mf=mf. (5)

° RIT = Referencial Inercial Terrestre.
6 A aceleracdo @ é um autovetor linearmente dependente de f.
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Notar que o vetor f acima (correspondente & forga resultante sobre a particula) passaria a ser
um vetor nulo se pudessemos “desligar” a propriedade “massa” do sistema fisico considerado (o
péndulo simples), mas isso corresponderia, do lado matematico, a uma situagao em que existe a
inversa de uma matriz (M — SI), para nimeros 3 adequados, de maneira que: (M — SI)§ =0,
implica no resultado: § = 0.

2. O caso do péndulo simples
Consideremos um péndulo simples cldssico, como mostrado na figura 1, onde o extremo superior
do fio do péndulo estd afixado na origem de um sistema de diregoes de coordenadas XY

Figure 1: Por simplicidade, para nao sobrecarregar a figura, a tensao no fio nao foi representada.

Em relacdo ao sistema de coordenadas mostrado na figura 1, escrevemos os vetores @ e G-
unitarios e ortogonais entre si, como:

)

oL = — ising + jcosp , (6)

it = — icosp — jsing , (7)

A forca resultante sobre a particula, fii expressa-se como:

cost
fi = f1 ot = mg sinf @t = — mg sind . (8)
sind

2.1. Construindo uma matriz de massa como em um problema inverso
Sejam p, g, r, s, nimeros reais correspondentes aos elementos da matriz de massa M; assim,
escrevemos,

P q
M = , 9)
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Entao, pela imposicao acima considerada, temos:
Mfi=mfi, (10)
ou, equivalentemente, considerando: m # 0, g # 0 e a figura 1, obtemos as seguintes equagoes:
p sinb cosh + q sin*0 = m sinb cosb, (11)

r sind cosl + s sin0 = m sin0 . (12)

Para 6 # 0 e 0 # /2, temos:
p +qtand = m = p=m—qtanb , (13)

r +stand = mtand = r=(m—s)tand . (14)

Assim, conseguimos a matriz:

m — q tanf q
M = : (15)

(m — s) tanf s

onde ¢ e s permanecem (até aqui) como parametros livres.
Como um assunto de consisténcia, resolvamos o correspondente problema direto.
Determinemos os autovalores de M impondo a equagao caracteristica:

m — qgtanf — A q
‘M—)\I‘:O = ~0. (16)
(m —s)tanf s — X

ou,
M — (m+ s — q tanf)\ + m(s — q tanf) = 0. (17)

de onde encontra-se que:
A= {m+s—qmn9 + (A)I/Q}/z, (18)

com A = (m — s+ q tanf)?. Assim, obtemos os autovalores:
AL =m, & A2(0) = s —qtanb . (19)

Como os autovalores de M correspondem, no contexto aqui considerado, ao pardmetro de massa
(que assume-se constante) da “particula pendular”, deve-se escolher ¢ = 0, pois nao poderia
estar mudando a massa conforme muda o angulo do péndulo no seu movimento. Fazendo isso,
temos: Ao = s = m/; ou seja,

)\1 =m, & )\2 = m' . (20)

Assim, considerando nesta etapa o correspondente problema direito, temos conseguido fixar mais
um parametro, sobrando apenas um parametro livre s (ou m’).
A matriz assume a forma simplificada,

m 0
M = . (21)
(m —m/') tand m
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Verifiquemos, também, pelo calculo do problema direto, com M uma matriz conhecida, qual o
autovetor correspondente a partir de A genérico. Entao temos:

(M— )\I)f: J. (22)
ou explicitamente,
m— A 0 x 0
= . (23)
(m —m') tand m =\ y 0
Entao temos:
(m—XA)xz+0y=0 & (m—m') z tand + (m' —X\) y =0 (24)

(i) Para o autovalor A\ = m (e supondo m’ = m), temos que:

x é livre & y ¢ livre (25)
entdo, escolhendo: = — mg sinf cosh e y = — mg sin’6, temos:
x cost .
z= = — mg sinf =fi, (26)
Y sinf

(i7) Para o autovalor A = m (e supondo m’ # m), temos que:

x é livre & y =x tan , (27)
entdo, escolhendo: x = — mg sinf cosh, decorre que: y = — mg sin’6; assim, temos:
x cosf .
r= = — mg sinf =fi, (28)
Y sinf

(i7i) Para o autovalor A = m/ (e supondo m’ = m), temos que:
x é livre & y € livre . (29)

(iv) Para o autovalor A = m’ (e supondo m’ # m), temos que:
=0 & y é livre . (30)

Este caso nao corresponde com um resultado esperado (z = 0), no entanto, A = m’ é correto;
assim, conclui-se desta que m’ tem que ser igual a m.

Destacamos o fato que os casos (i), (i) e (iv) sao compativeis com uma situacdo de
degenerescéncia, que parece esperada (considerando que no caso do péndulo simples a massa
tem valor tinico, mas arbitrario), a mesma que, em principio, nao poderia ser quebrada, pois
nao podemos “desligar” da particula a sua propriedade “massa’”.
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2.2. O caso (matemdatico) com for¢a resultante nula sobre o péndulo
Determinemos a seguir quais valores numéricos [ sao tais que a matriz M corresponda um
autovetor nulo (for¢a resultante nula); isto é, temos de determinar quais valores de [ sao
compativeis com:

My =By, com: §=0. (31)

o que resultaria de det(M — 5I) # 0. Entao, usando a matriz M encontra-se:
det(M — BI) = (m — B)(m' — B) (32)

que é distinto do zero para 3 # m e 8 # m/, simultaneamente, o que é compativel com a quebra
da degeneréscencia dos autovalores de M; nao entanto, essa quebra nao pode ser realizada pelo
“desligamento” (impossivel) da propriedade massa da particula pendular; isso, no entanto, nao
invalida a degenerescéncia em si mesma.

3. Conclusao

Temos mostrado que o tratamento matricial para o péndulo simples classico é compativel com
uma situagao de degenerescéncia dos autovalores da (que temos definido como a) matriz de
massa. Podemos considerar este pequeno artigo como um aporte motivacional para desenvolver
uma abordagem matricial ampla para os problemas da mecanica classica.
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